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Vorwort

Dieser Vorkurs richtet sich an diejenigen, die sich in der Mathematik nicht (mehr) so sicher fiihlen
oder einiges wieder vergessen haben. In dem Kurs werden die wesentlichen Themen der Mittel-
und Oberstufenmathematik des Gymnasiums wiederholt und auch ganz einfach das ,,Rechnen*
geiibt.

Dieses Skript basiert auf Material der Biicher [6], [3] und [!], die auch zur weitergehenden
Vorbereitung empfohlen werden kénnen, und einer umfangreichen Aufgabenzusammenstellung
von Frau Grohs, die diesen Vorkurs mehrmals durchgefiihrt hat. Weiterhin ist es zu empfehlen,
immer eine mathematische Formelsammlung zur Hand zu haben, wie z.B. [I] bzw. [2] oder [5].
Zu den Kapiteln iiber Vektoren und Differential- und Integralrechnung ist zu sagen, dass sie nur
Aufgaben zu diesen Themen beinhalten. Weitergehende Darstellung sind in den Vorlesungsskrip-
ten der Grundvorlesungen zur Mathematik zu finden. D.h. auch, diese Themen werden nochmals
in der eigentlichen Vorlesung Mathematik 1 behandelt. Meine zugehorigen Skripte sind im Web
iiber die Seite http://www2.hs-harz.de/ ischuett zu finden und frei zugénglich.

Abschlieflend ist zu bemerken, dass es in der Natur der Arbeit liegt, dass man Fehler macht,
auch beim Schreiben von Skripten. Deshalb ist der Autor natiirlich iiber Hinweise auf Fehler
und sonstige Anregungen dankbar und iiber die EMail - Adresse ischuett@hs-harz.de jederzeit
erreichbar. Da das Skript mit pdfIATEX erstellt wurde und auf elektronischem Weg im PDF -
Format veroffentlicht wird, lassen sich Fehler schnell und einfach berichtigen.
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Kapitel 1

Grundlegendes Rechnen

1.1 Mengen

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens ( welche Elemente von M genannt
werden ) zu einem Ganzen.

Mathematische Aussagen iiber Mengen M7 und Ms:
1. z € M; heifit ,, x ist Element von M; “.

2. x € M heifit ,, x ist kein Element von M “.

3. My ={z,y,z,...} heiBt , M; ist die Menge, die aus den Elementen x,y, z, ... besteht “.

4. My = {z|x hat die Eigenschaft E} heifit ,, M; ist die Menge aller Elemente z, die die

Eigenschaft F haben “.
5. M; und M, heiflen gleich ( M; = M ), wenn sie dieselben Elemente enthalten.

6. M heifit Teilmenge von My ( My C My ), wenn fiir jedes x € M gilt = € Mj.

7. Die Vereinigung M; U My von M7 und Ms ist die Menge aller Elemente, die Element einer

oder beider Mengen M; und Mj sind.

8. Der Durchschnitt My N Ms von M; und Ms ist die Menge aller Elemente, die Element

beider Mengen M; und M, sind.

9. Es sei M; C Mj. Das Komplement M7 ( auch M{ ) von M bzgl. My ist die Menge aller

Elemente x, fiir die x € My und x € M; gelten.
10. Die leere Menge 0 ist die Menge, die kein Element enthilt.

11. Zwei Mengen heiflen disjunkt, wenn gilt

MlﬂMQZQ).

Mit Hilfe von VENN - Diagrammen kénnen Mengen dargestellt werden.
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8 1. Grundlegendes Rechnen

B ()

M1 N M,y M7 U My My

Wichtige Mengen sind:
1. N = {1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen.
2. Z = {0,£1,42,43,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.
3. Q = {% |p,q € Z,q # 0} ist die Menge der rationalen Zahlen.

4. R = {x|xhat die Darstellung + ag.ajazas ... mitag, ai,as,... € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}}
ist die Menge der reellen Zahlen, die der Zahlengeraden entspricht.

5. Intervalle sind Teilmengen von R. Man unterscheidet fiir zwei reelle Zahlen a und b:

(a) Abgeschlossene Intervalle:
[a,b] ={x]a < x < b}.

(b) Offene Intervalle:
(a,b) ={z|a < x < b}.

(c) Halboffene Intervalle:
(a,b] ={z|a < z < b} und [a,b) ={z|a < = < b}

Aufgaben:

1. Zeichnen Sie VENN - Diagramme der Mengen M; N (M U Ms) und (M; N Ms) U (M N
M3) und vergleichen Sie die Mengen.

2. Zeichnen Sie VENN - Diagramme der Mengen M; U (Ms N Ms) und (M; U My) N (M; U
M3) und vergleichen Sie die Mengen.

3. Zeichnen Sie VENN - Diagramme der Mengen M; U M, und M; N M, und vergleichen
Sie die Mengen.

4. Zeichnen Sie VENN - Diagramme der Mengen M; N M, und M; U M, und vergleichen
Sie die Mengen.

5. Zeichnen Sie das VENN - Diagramm der Menge M; U ((Mz N Mz) N (Ma N My)).
6. Geben Sie alle Teilmengen der Menge {1,4,5,10} an.

7. Die Differenz M; \ My der Mengen M; und My ist die Menge aller Elemente, fiir die
x € My und = ¢ Moy gelten. Stellen Sie M; \ Ms mit Hilfe der oben erklidrten Mengen
dar.

8. Stellen Sie die folgenden Mengen durch Aufzéhlen ihrer Elemente dar:
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1.2. Grundlegende Rechenregeln 9

(a) {z|x ist Primzahl und z < 20}.

(b) ({x |z ist Primzahl} U {z |z ist ganzzahliges Vielfaches von 3}) N {z|22 < z <
45}.

9. Es seien M; = {4,8,12}, My = {3,6,9}, M3y = {0,2,4,6} und M, = {6,12,18}.
Bestimmen Sie M = ((M; U My) N Mz) \ My.

10. Esseien M1 U M> = {1,2,3,4,5},M1QM2 = {1,3,5},M1\M2 = {2,4} und My \ M; =
(. Bestimmen Sie M7 und Ms.

11. Seien My = [-3,3) und My = [1,7). Bestimmen Sie

1.2 Grundlegende Rechenregeln

Rechengesetze und Konventionen:

1. Kommutativgesetze:
a+b=b+aund a-b=0>-a

2. Assoziativgesetze:

(a+b)+c=a+b+c)und (a-b)-c=a-(b-c)

3. Konvention Punktrechnung vor Strichrechnung:

at(b-¢c)=axtb-cund ax(b:¢c)=axb:c

4. Konvention Malpunkt weglassen: In Féllen, in denen keine Mehrdeutigkeiten auftreten,
wird der Malpunkt oft nicht mitgeschrieben.

5. Distributivgesetze:
(a+b-c=a-c+b-cund a-(b+c¢)=a-b+a-c

6. Vorzeichenregeln:

(a) (+a) - (+b) = (—a) - (=b) = a-bund a - (-=b) = (—a) - b = —(a - b)
(b) (+a) : (+b) = (—a) : (=b) = a : bund a: (=b) = (—a) : b = —(a : b)

7. Divisionen durch 0 sind nicht zuléssig (nicht definiert)!!!
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10 1. Grundlegendes Rechnen

8. Division von Klammerausdriicken:
(a+b):c=a:c+b:cund (a—b):c=a:c—b:c

9. Multiplikation von Klammerausdriicken:

(a) (@+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d
(b) (@a+b):-(c—d=a-c—a-d+b-c—b-d
(c) (@=b)-(c+d =a-c+a-d=b-c—b-d
(d) (a—=b) - (c—d=a-c—a-d—b-c+b-d

10. Binomische Formeln:

(a) (a+b2=a®>+2-a-b+ 1
(b) (a — b2 =a®>—-2-a-b+ b2
(¢) (a+b)-(a—1b) =a® -V

Aufgaben:

1. Berechnen Sie im Kopf:
(a)15 - 17  (b)23 - 33 (c)47 - 38 (d)441 - 7 (e)4417 - 3 (f)4400 - 19

2. Welche Klammern sind nicht notwendig?

(a) (a4 (b:(c—(d-(e- )
(b) (((a - b) : (c-d)) + (e + f))

3. Fassen Sie zusammen:

(a)3x+ 2z (b)bx — Tz (¢)bp—0 (d)3xz —5y (e)7Ta —Ta (f)14t — 13¢
(9)0.8y — 1.2y (h)5.22 — 242 (i)4.3a —Ha (j)6.4z—78z (k)8a+T7— 6a
(l)e —2e —3e (m)da + 5b —6b (n)7y + 8x — Ty (0)15ab + 4ab — 10ab
(p) — 6xy —zy + 8wy (@) —4m? +10m3 —8m? (r)112% + 42 — 22 — 92

(s5)2y?> — 3y + 2y —y®> (t)5ab — a® — 6ab — 3a®> (u) —25k* — 32k* +
(v)mn +2n + 8m

4. Losen Sie die Klammern auf und fassen zusammen:

)

)

)(6.3a —7.2b) + (—2.7a) (i) (Ta® +Ta —3)+ (—4a®> —2a+7) () (u®+2uv +
v} + Quv — u? — v?)

5. Losen Sie folgende Klammern auf und fassen zusammen:

(a) Ta — 3b+ (—a + 2¢) — (3¢ — 6b) — (6a — 3¢)

(b) 5a + (7T¢ — (2a — 3b)) — (dc —a + b)

(c) Ta — (3a — (T +5b)) + (a — (4 — 6b)) — (2a + 7b)
(d) 8a — (a + ((3a — 2b) — (5a + 3b)) — (—a + 6D))

Vorkurs Mathematik FB A/I

u—v+79—-u+v (b)) —132+ (10 —a)+c—a ()76 + (3b*> + 2ab)
(dx + 8) + (x — 1)  (e)(32¢ — 16d) + (6¢c + 7d) (f)2a® + (3a® — a?b)



1.2. Grundlegende Rechenregeln 11

(€) (=a)(b —a—c)

(f) (7Ta — 5b)(3a + 4b) — (5a — 9b)(4a — b)
() 1 —a)(a—-1)—-2(a+1)(a -2

(h) (@a+b—c)(a—b—c)

(i) (3a + 2b)(4a — 3b)(5a — 7b)

6. Ergénzen Sie den linken Term so, dass aus ihm der rechte Term durch Vereinfachung

hervorgeht:

(8) 52 + (Ty —[_]) = b + Ty — 3z

() (Tu + | 1) + (] | +v) = 5u — 3w

(€ 2a+ ([ J-[ ])=a+3b

(d) 6m+ ([_J-5m)+(_J-[_J)=4n-p

7. Losen Sie folgende Klammern auf und fassen zusammen:

(a)5x — (8x +3y) (b)) =11 — (10 —a) (¢)8a — (=7b+ 2a) (d) —(3x — 3y)
() —(—4a +7b) (f)S5a+b—Ba—-b+c) (9 B2®+7z) — (—2% + 2)

(h) — (18c—7d) — (13c — 11d)  (i)0.6y — (3.2y +0.7)  (j) (115w — 3.4v) — (- 7.4v)
(k) —3.47a— (=5.7a—1.48b) (I)—(25.3x —18.4y) — (9.7 —7.3y) (m)—(4.37a*—
591ab) — (=2.31a*> = 5.79ab) (n)(=bx—3y—+2)—(-3z+2y—1)+ 2z +5y—3)

8. Schreiben Sie die Ausdriicke als Differenz von zwei Termen:
(@)3a —4b — 6 (b)5zy +322z+ Tyz (c) —4u? + 1lv + Tw

9. Ergénzen Sie den linken Term so, dass aus ihm der rechte Term durch Vereinfachung

hervorgeht:

(a) 3a — (| ] —5b) = —a+5b

(b) 72 —(_J-[__])=6z+3y

(€ =3c—([_J-8)—([_]-[_ J)=-4dc+e

10. Setzen Sie Klammern, so dass wahre Aussagen entstehen:

(a) Te = by — 3z =Tz — by + 32
(b) =7z + 5y —3z=—Tae — by — 3z

11. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
(a)1.2z-5 (b)(—1.3)-2y (¢)0.752-0.15 (d)(=3.7u)0v (e)7abb (f)9x(-3y)
(9)(=6€)(=3f) (h)03z5y (i)(=3a)2b(—c) (j)4z(=5y)2z (k)(=2p)(—4q)(-m)
(1) (=22)0(—0.37y) (m)2.5k(—041) (n)4.5(—1.2v) (0)0.4u(—0.2v)

12. Ergénzen Sie den linken Term so, dass der rechte daraus durch Vereinfachung hervorgeht:

) 5xy - [ | = 35xy?
(b) (=7ab) - [ ] =56abx
(c) 6uv - [ | = —bdulw

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik
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1. Grundlegendes Rechnen

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(d) (—8mmn) - [ ] = 48m?n?
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke (der Divisor sei immer ungleich 0):
(a)6.4abc: 8 (b)2Txy : (=9) (c)1.8zyz:z (d)dmn?:m (e)6abe : (=3¢

(f)15ab : (=5ab)  (9)(=2pq) : (0.5pqr) (h)(-24xyz) : (=8y)
(i) (—4zyz) : (—4x2) (j)27a’zx : (18ax®) (k)3a?b: (6a%) (1)3.2zy> : (82)
(m)5.4cd : (9¢%) (n)72uv? : 24

Fiihren Sie folgende Divisionen durch (der Divisor sei immer ungleich 0):

) (4a® — 12az) : 2a

) (m*n®* — mn) : (—mn)
(c) (st —s* —3t):t

) (45a2b? + 9a3b% — 2.7a303) : (9042 b®)
Losen Sie folgende Klammern auf und fassen zusammen:
(@)7(Bz —5y) (b)(bu —9v)7 (¢) =3x2(0.52x —0.1y) (d)%a(a — b+ ¢)
(e)3m —2n +5)(=7m) (f)(—a)(6ab+3c—4) (9)0.7(0.7zy + 0.1y — 0.4)
(Mbx —72x—-1) (O)3y2—2)+4zy (Glulv—-—w) —v(u—w) (k)4a(6b—
3) —5Ba+2ab) () =3(a+7)+5(a—3) —8(2a+1)

Ergénzen Sie den linken Term, so dass der rechte durch Vereinfachen aus dem linken
hervorgeht:

(a) 3(x +[ ]) — 15z =15z — 3y
() [ J@u® — Tu + 8) = 28u® — 494 + 56u
(c) 5(] | — | |) + 22 — 3y = —18z + 2y
(d)

)

d) bz + 15y — [ | =5(x+ 3y — 22)
(e) [ ] —4ac—8ad=4a(2a — ¢ — 2d)

Klammern Sie den jeweils angegebenen Faktor aus:

(a) 5z + 30y Faktor: 5

(b) 8m? + 16mn — 44mmn? Faktor: 2, 4, 4m, —4m

(c) —14u?v + 21luv — 35uv? Faktor: Tuv, —Tuwv

Losen Sie folgende Klammern auf und fassen zusammen:

(@)(r=3)(s+1) (B)2m+n)(3z—4y) (¢)(ba+3)(2a—-5) (d)5a+ (32a —
5 () —(x+1)(z—-4) (f) —Ba+bBa—-0>b (g9)(5a—4b—3¢c)(2a — )
(W) (—zy+3yz—2)(z—y) @@+ (z+2)+(x+3)(x+4) ())2x—-3)Bz—
1) = (62 + 2)(x — 5)

Ergéinzen Sie den linken Term so, dass der rechte aus ihm durch Multiplizieren und Zu-
sammenfassen hervorgeht:

@) W+4Hw+[__ ) =9 +2y-38
M) z+[ DE-5)=2>-22-15

Vorkurs Mathematik FB A/I H Harz



1.3. Bruchrechnung

(c) 2z + 3) (] | + | |) = 22% + 11z + 12
(d) (a+2)(] | — | ) =a® — 4

20. Formen Sie die Summen in Produkte um:
(@ymz+my+10x+10y (b)7a—Tb+au—bu (c)ac+bc—2a—2b (d)a®—9

21. Wenden Sie die binomischen Formeln an und vereinfachen Sie nach Méoglichkeit:

(a) (—a + 3b)?

(b) (=1 4+ a)(a + 1)

(c) (—a —b)(a —b)

(d) (-1 + a)2 - (1 - a)2

e) (4a*> —3)(4a®> +3) — 3a — 4)* + (5a + 1)?

£ (a2 + b2)2 . (a2 . 62)2
(3a + 2b — 5¢)?

(@ +b—c— d)?

9a% 4+ 42a 4+ 9

25a% 4+ 40ab + 16 b?

1.3 Bruchrechnung

Regeln der Bruchrechnung

1. Der Nenner darf nicht identisch 0 sein, bzw. eine Division durch 0 ist nicht erlaubt (nicht

definiert)!!!
2. Erweitern:
a_ ac
b be
mit b # 0 und ¢ # 0.
3. Kiirzen:
a _a:c
b b:c
mit b # 0 und ¢ # 0.
4. Addition gleichnamiger Briiche:
a b a—+b
- 4+ - =
c c c

mit ¢ # 0.
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14 1. Grundlegendes Rechnen

5. Subtraktion gleichnamiger Briiche:

mit ¢ # 0.
6. Addition ungleichnamiger Briiche:

ad cb_ad+cb

+ bd+db_ bd

Sl S
Ul o

mit b # 0 und d # 0.

7. Subtraktion ungleichnamiger Briiche:

ad ch ad — cb

bd db bd

Sl S
ISHEe

mit b # 0 und d # 0.

8. Multiplikation eines Bruches mit einer Zahl:

a ac
—C = —
b b
mit b # 0.
9. Division eines Bruches durch eine Zahl:
a
—i1c=—
b be
mit b # 0.
10. Multiplikation zweier Briiche:
ac _ac
bd bd
mit b # 0 und d # 0.
11. Division zweier Briiche:
@ c_j_oad_ad
b d 5 bc be
mit b # 0 und d # 0.
Achtung: Es wird meistens die Konvention
b b
a- =a - -
c c
benutzt und seltener .
a- =a+ -
c c
D.h. es gilt beispielsweise
13 26 5 1
5 5 5

Um Missversténdnisse im Skript zu vermeiden, setzen wir vor Briichen - oder +.
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1.3. Bruchrechnung 15

Aufgaben:

1. Fassen Sie die folgenden Briiche zusammen:

Q| w W
—_
|
(@)}
—
ot
—
(@)}

1 -1 1 -
(c) 1l ¢ - mit a # 0
a a
a+ 1 a—0b .
(d) e mit b # 0
(@a—b?> 1-2ab a4+ b
(e) s s o mit a,b # 0
(@ — b2 (a+b)3 .
f — tab
(®) 2ab 2ab @ 70
2. Fassen Sie die folgenden Briiche zusammen:
7 41 17 5
14 4 5 19
b) 36 — 19 — 15 - — 2 - —
(b) * 39 + + 13 + + 6 72
(C) £+§_1+L4+E
18 6 3 27 81
15 77 1 3 — 8 1
Q=2 “Ly - 27° -
(d) 64 96 + 243 24 +3+ 1296
(e) b+5c—a_3a—7b+60+4a—5b+7c
6 4 3
a—9 a—-2 52a-1) 3(a-1) 2Ba-—-4)
£ _ _
(f) 18 + 6 + 12 8 9
166 + 3a Ta — 8b + 9¢ 9a + 8b + 12¢
(2) + -
48 24 32
4c¢ —3a 5b—2c¢ bV —c 40 - 5a 2 a—b
h — — + —— mit a,b 0
(h) 12ac + 10bc 4b2¢ + 20 a b2 + 3a + Sab o o7
b a a®+ v?
N b a 1 mi
(i) P 50 mit a,b # 0
. 5a—6b b(5c¢2 - 3a) a a(3c? — 20b) b .
— - — 4+ ——— — 2 4+ —mita,b 0
1) =352 15a 2 T T b T 3g mitabes
3a2 + 80> a(4b—5¢) 4a—5b  b(3a — 2c)
&) —%ar ~ ~  10be 10c Gac  Witabe#0

3. Fassen Sie die folgenden Briiche zusammen und schlieffen Sie die Werte aus, die a nicht
annehmen darf:

()1+ 1 n 1
a) =
a a+1 a+ 2
1 1 1 1
(b) - — -

a— 2 a—1 a—+ 1 a+ 2

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik



16 1. Grundlegendes Rechnen

-2
(C)a—l a—+1
1 1 1 1
d _ _
()a+1 a—1 (a+1)2 (a— 1)
3a — 1 3
(e) 4a — 1 4
a— 2 a—1
f _
()a—S a— 2
(&) 1 n 4 _ 3
ga—i—l 3a + 2 a+1
10 6a 9b
(h)

20 — 2 3a2 — 6a 3ab— 9b

4. Fassen Sie die folgenden Briiche zusammen, wobei immer vorausgesetzt wird, dass die
Nenner ungleich 0 seien:

3ax — 3by 5a°r + 5aby
622y — 6zy2  10ax2y + 10azy?
6ab + 9b 6ab — 4b 1062
6ab — 6b  6ab+ 6b 124202 — 1212
1 2 b? b2 1
(c) a2 — b2 2a* — 24202 a2h? + a2 + b2 + 2ab
24a’b — 72ab?®  49a’b — 28ab?  20a — 10D

(a)

(d) 60a2b + 24ab®>  35a2b + 14ab®>  10a — 5b
3a + b a’® + b2 2a — 5b
(e) 202 + 2ab  2a2b + 2ab? + dab + 4b2
(f) a+ 2b _i_ 3b—a
3a2 — 3ab 2b  2ab — 2b2
a b b2 a’
(g)g a a2+ab ab+ b2
(h) 9a — b 6a + b 1

6a2—2ab73ab—b2+27b

5. Fassen Sie die folgenden Briiche zusammen, wobei immer vorausgesetzt wird, dass die
Nenner ungleich 0 seien:

- —

a o )

S~— N~— S~—
Alo 8 IF g I

— o)
¢) Q.
N— S—
A~ o 0 ot W

a 3b
3b+a> -3ab

Vorkurs Mathematik FB A/I H Harz
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6bc  Tac 3ab
1 1

0 (2+1) (Y
0 4a® — 9b? 7Ta + 5ab

21a2b + 14a3  6b — 4a
16a* — a? 36a% + 24a + 4

5 6b 2
(f)< a + C) - 84abe

()

2443 + 8a2 4a + 1
(k) a® + 1 a® +a®> +a+1
@+’ (@+1p

(1) 4ab — 3a 18a — 60 8ab — 6a
9ab — 3b%2 4a?2 4+ 10ab 4dab + 10bH2

6. Formen Sie die Ausdriicken zu einfachen Briichen um, wobei immer vorausgesetzt wird,

dass die Nenner ungleich 0 seien:

@) (55— 22) =
2b a) a+2b

2 1 1 —a?
b 1 - - — ]
()< a+a2> a?
a b a b
“>Q+a)'bJ
a—+b a—+b 1 1
d e
()< b + a) (a+b>
) 1
a
(6)1 .
a a2
—+ -1
(f) b—i— +
a?+b a+ b
b B a
a N b
a—b a—+b
(2) - b
a+b a-0b
a a—+1
(h)l—a a
a— 1 a
a _a+1

H Harz FB A/1
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1. Grundlegendes Rechnen

S
|

)
|

a +
b2
16 a2 — b2

=] O | o
Al sl o~ &

1+

7. Vereinfachen Sie folgende Briiche (umformen und kiirzen), soweit dies moglich ist, wobei
immer vorausgesetzt wird, dass die Nenner ungleich 0 seien:

(a)

(i)

35ac — 50bc
Ta — 100

34ax + 51lbx — 119cx

2a +3b — Tc

a’> —ab + ac
b—a—c

ar +bxr +ay + by

a+b

91ab + 7b + 39a® + 3a

13a + 1
25a% — 130ab + 169 b2

25a — 65b
222 + 8xy + 8y?

(z + 2y)?

a* — bt

(a +b)2(a — )
(@ — B)2 — (a2 + b?)?

ab(a + b)

Vorkurs Mathematik FB A/I
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1.4 Potenzen und Wurzeln
Wird eine Zahl z n - mal (n € N) mit sich selbst multipliziert, so setzt man

=z -x-x--x
—_—

n-mal

Hieraus ergeben sich folgende Konventionen und Gesetze:
“n 1 .
l.z7" = — mitz #0
xn

2. 2t =«
3.2 =1, mitz # 0

4. Potenzrechnung geht vor Punktrechnung;:

5. Addition und Subtraktion:
ax"” + bz" = (a + b)z"

6. Multiplikation bei gleichen Basen:

7. Division bei gleichen Basen:

10. Potenzieren einer Potenz:

Aufgaben:

1. Fassen Sie so weit wie moglich zu Potenzen zusammen:
(a) (—a™h) (a7 (=a7!) (=a™)

H Harz FB A/1
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20 1. Grundlegendes Rechnen

o) - (2 o2 73

12a?b — 6ab® — 15a®b + 6ab®> — Ta*b

(B3a + 2b)z* — 2 (2b — 3a) + z* (3a + 2b)

4(a — b2+ 20— a)® - 3(a — b)?

18(a — 1) =301 —a)® —15(a — 1> +4(1 —a)® +3(1 — a)®

()
(d)
()
(f)

2. Vereinfachen Sie die Ausdriicke so weit wie moglich, wobei immer vorausgesetzt wird, dass
die Nenner ungleich 0 seien:
3an+1 6xn+79bx+1

3zn2b*t134
an—i—lan—i—lan

(a)

alargnr—1
a:c+1bx+3a3x—1bx+3

(C) axflb3fxaxbx+l
3n—xz12n+x 3n+2,2n—1
a b T

(d) n+2x h2n—x ) 2n73yn+1
a b T Y
18:6(1-1—4 41,7—3(1

(e) 2yPatT " QyStoa

a5x—2y a4r+y

(f) pom—1 ° pm—2

420?327t 7003 b? 2" 2
36c3y2zn—3 : 54 2yt zn—2
45za*9y" (a — 1)*  9y" 1 (1 — a)
9yb330:r"(a+ )2 24m”+1(1+a)2

) 402 y? 8a3y? 183 26
! 6a2 2 6 b3 3 16 a3 33
i) 45 b2 6b23\° /7563 23
V\ 243z 9ay3 364ty

) 2z b 1522 a3 25 3 b3
3ya3 8y3b 12y a

0 27270 492y 3 27
45m_4 —520 42 2~ 3y_4z_3

) a2z4y6 g 3p~5g3

R R N

Die Umkehrung der Potenzrechnung ist das Wurzelziehen bzw. Radizieren. Die n - te Wurzel
(n > 1) aus x > 0 ist die nichtnegative reelle Zahl, deren n - te Potenz gleich a ist, d.h. in
Zeichen

Ve =y <= y" =

Vorkurs Mathematik FB A/I H Harz
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Von grofler Bedeutung ist, dass sich das Wurzelziehen nach den Regel der Potenzrechnung verhélt
und dass sich eine Wurzel durch eine Potenz mit einer rationalen Zahl darstellen ldsst. Genauer

gilt:

3=

Yo =

Die Rechenregeln fiir Potenzen gelten damit entsprechend auch fiir Wurzeln. Hieraus ergeben
sich folgende Konventionen und Gesetze:

1. Man schreibt die 2 - te Wurzel einfacher als

H Harz

Addition und Subtraktion:

az £ bz = azn £ban = (a £ b)an = (a £ b)Yz

Multiplikation bei gleichen Radikanten:

1 1 m+4n
Yo W = xngxm = xr am =— nmmeF”

. Division bei gleichen Radikanten:

1 m—mn

YV %:x%:xﬁzxnm = "Vgm-n

Multiplikation bei gleichen Wurzelexponenten:
1 1 1
Vo {fy = aznyn = (zy)n = {fzy

Division bei gleichen Wurzelexponenten:

1
Ve 11 n x
= Yax Yy =T I Yyn = — = n/—
VY v y

Radizieren einer Wurzel:

FB A/I
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22 1. Grundlegendes Rechnen

Aufgaben:

1. Berechnen bzw. vereinfachen Sie die folgenden Produkte und Quotienten, wobei fiir die
Radikanten immer > 0 gelten soll:
(@) V16 V10 (D) V17T V3 (¢) Vu Vu2 Vu?  (d)Vata? Va2zt  (e)V18 : V2
(f)VA0 : V8 (o) V255 (W)V1IZVE (D) Va3 vz () VS : Vb2
/15 /9
(k)v40 : v10 (1) 21 Vs

2. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke, wobei fiir die Radikanten immer > 0 gelten
soll:

(a) \/ /a6 p12

8 8
4l a 3 b2 1
£ i B
(£) b\ a Va2

Y ab Va2 . Vad Va7

Va2Vt Va7 Va

3. Formen Sie folgende Briiche so um, dass ihre Nenner aus rationalen Zahlen bestehen, wobei
fiir die Radikanten immer > 0 gelten soll:

1
13

Ve
ab
Va2 b3
16

3+ V5
16

3v6 — 27
Vorkurs Mathematik FB A/I H Harz
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34+ V6
V3 + V2
410 — 73
ﬁ

()
(2)

1.5 Logarithmen

Der Logarithmus = log,(b) ist der Exponent zu der Basis a, fiir den die Potenz a” gleich dem

Numerus b ist, d.h. in Zeichen

log,(b) =2 < a* =D

fiir b > 0 und @ > 0 mit a # 1. Hieraus ergeben sich folgende Konventionen und Gesetze:

1. log,(a) =1

2. log,(1) =0

3. Der Zehnerlogarithmus schreibt sich kiirzer log;q(z) =
4. Der natiirliche Logarithmus schreibt sich kiirzer log, ()

5. Der Zweierlogarithmus schreibt sich kiirzer logy(z) =

6. log,(zy) = log,(z) + log,(y)

7. log, <> log,(z) — log,(y)

<8

8. log, (¢) = y log,(z)
1
9. log, (Vz) = o log,, ()

10. log, (a*) = =

1
11. log, <x> = —log,(x)

logy (x
12. log,(z) = loizga;
1
13. log,(z) = o (@)
Aufgaben:

1. Fassen Sie die folgenden Ausdriicke zusammen:

(a) lg(a) + nlg(a + b) + nlg(a — b)

(b) lgfa) — 3 lg(b) + 5 lg(e)

H Harz
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24 1. Grundlegendes Rechnen

(€) 3la(® ~ 1)~ 3 lala — b) — 3 la(a + D)
(@ 3 @) + 3 (518l +0) + 3 lela — 9) - 1g(a) - 1500))
(¢)  la(a® — 1) — 3 (g(a — b) + la(a + b))
(f) 5 (s(a) + 31g(8)) — 5 (41s(c) — 2 la(d)
b b2
(g) ;ln<a 2 1) — ;ln<b—bl?—a?> + In (Va)

2. Formen Sie die Ausdriicke durch Anwendung der Regeln des Logarithmus um:

()

o) 1og< 4622553>

(c) log(u® + v?)

(d) ln< ;f&)

Vorkurs Mathematik FB A/I
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Kapitel 2

Gleichungen

2.1 Einfache Gleichungen

Versuchen Sie moglichst alle Gleichungen im Kopf ohne Notieren von Zwischenschritten zu 16sen!
Aufgaben:

1. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) 17+ = 25
(b) = + 17 = 25

)
)
(¢c) x — 17 =25
(d) 17 — = = 25
(e) —x =24
(f) 25 =« + 17
(g) 1.2 =2 + 1.2
(h) 12 =z — 1.2
(i) —x =5+ 44
(G) —25 = —x — 17
2. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
(a) bz =75
(b) 4 = —24
(c)3:z=1
(d)6:2=15
(e) z8 = —8
(f) (- 9) 18
(g) 6z =
x
(h) 7 =

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik



26 2. Gleichungen

(i) = = -3
8)

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

= 10

a8y |©

(a) 22 +3 =17
(b) 22 +3 =7+ =z
6x +9 =21

5
(n)g—x+0.625:x

3
(0) 5

(p) 2z — (. +4) =13

2.2 Quadratische Gleichungen

Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist gegeben durch
ax? +bx 4+ ¢ =0

mit a # 0. Durch Division durch a geht die quadratische Gleichung in die sogenannte Normal-
form tiber:
> +pr+qg=0

Die Losungsformel fiir diese Gleichung erhilt man durch die quadratische Ergénzung. Aus
der Gleichung
2 +pr+q=0

folgt durch Subtraktion mit ¢
z? + pxr = —q

Vorkurs Mathematik FB A/I H Harz



2.2. Quadratische Gleichungen 27

Durch quadratische Ergénzung mit (%)2 erhalten wir

2 13)2:(12)2_
x —|—p:c+<2 5 q

und koénnen auf der linken Seite der Gleichung die binomische Formel anwenden
£>2 _ (2)2 _
(x T3 2) 1

P P2
b _ 4 <7)_
x+2 5 q

und damit die Losungsformel der Normalform einer quadratischen Gleichung

p P\?2
— -2 /(B) -
r1,2 B D) q

Somit folgt

Fiir die zwei Losungen x; und xo der qudratischen Gleichung gilt der Satz von Vieta
p=—(z1 + r2)und ¢ = 2172
Fiir das Losen quadratischer Gleichungen gibt es folgende einfachere Fille:
.22 4pr =0 = 2, =0, 29 = —p
2.2 4+q=0= 21 =+/—q, 32 = —/—q
322 =0 = 21 =0,22 =0

Aufgaben:

1. Losen Sie die folgenden Gleichungen moglichst im Kopf, ohne Zwischenschritte zu notieren:
(@)a> —=9=0 ®)a2>=0 ()r?—=16=0 (d)a*>—-4=0 (e)a*® +0.125 = §
(a2 +9=25 (92 +49=0 (R)222-1=0 (k> —-1k=0
N2 +92=0 (k) =22 +92 =0 ()(zx—-7)2%-49=0

2. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke, indem Sie mittels quadratischer Ergédnzung
vollsténdige Quadrate bilden:

(a) 4a® — 12a + 90> —24b =0

(b) 164 + 256 — 128a + 50b = 0

(c) 3a%> — 2% — 2V6a 4+ 2V6b = 0

(d) 42° + 122y — 9a* + 12ab = 0

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) 22 + bz — 14 =0
(b) 2% + 122 + 11 =0
(c) 2 — 144 = 0

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik
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(d)m 4+ 8x +16 =0
(e) 22 — 6z = 40
(f) (x —6)(x +5) =0
1 1 5
© (++3) (" 3) = 15
(h) 3z —5)% — 22+ 52 =0
(i) 32% — 20 =z
4. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

2 _122+35=0

(a) x

(b) 22 — 11z 4+ 18 =0
(¢c) 2> +22 —15=0
(d) 2> — 32 — 18 =0
)

T
22 +524+46=0

x© —8x +16 =0
22— 2 —56 =0
2 — 10z +21=0
2?2 + 242 + 143 = 0
22— —42=0

(a) > =32 —10 =0
M) 22 4+2z-12=0
2 —100=0

2 + 102 + 25 = 0

22— 122 =0

(d

(e

7. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
1

)
)
()
)
)

(a)x—;:()
1
(b)w—i—f—o
(c)x+§:2
@ ZEPT T _go g

Vorkurs Mathematik FB A/I
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z(x — 1)
f)y ————% =6
(®) 4+ 1
6
(g)5$_1—3x+8
7
h) 5 6 =
(h) 5y + 2y + 9
x 1
i - -1
(l)x+x—1 rz — 1
i 2 _wxl 1
V3T e 1T -1 3

3z — 7 xr — 3
r+5 x+2
2x — 5 5x — 3
xr—1 3z+5
54+2x 3z+3
(m) — = 5
4r — 3 7T—x
5—r 15 — 4r

M) o1 = 3711

8. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

3z+5  2@@+T7) x+1

(a)x—i-l_ r+1 2 -1

14 4 — ¢ 7 1
b _
()x2—9+x+3 x—|—3+x—3
(©) 7 +z+4_322—38

z+1 22 —2 221

r — 1 1 6 —x

@)y, =232 32_12

2.3 Wurzelgleichungen

Aufgaben:

1. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) VBz —3 =0

(b) V7z +2 =4

() V2 +4 — 6 =

(d) V22 +1 43 =

(e) V3z +5 = Va

f) V3z +4 +V3z -5 =

2. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
(@) 5z — 2 =10

H Harz FB A/1
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30 2. Gleichungen

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) VBz + 11 =2 + 1

(b) V222 + 42 — 6 =z + 3
(c)z+1+Vbx+11 =0

(d) V922 + 10z — 55 = 3z — 5
)

)

)

() =5+ Vbzx —1
(f) 12— Vz — 1 = 2z

r+1 =4

H
N |

(g

3
(h) 2x2—|—§+§—x—120

4. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

a) \/52—3\/5;104—6 = 210
(b) \/x+1—\/2:c—|—3 =1

(c) {‘/19—3\3/595—9 =2
(d) Ve +9 + VvV —12 = Vo + Vo — 7

2.4 Exponential- und Logarithmusgleichungen

Aufgaben:

1. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
(a)lg(x —4) =2 (b)lg(1 —32) = 0.8 (c)lg(2z —1) = —0.5 (d)lg(x®> —24) = 3
(e)ld(z) =14 (f)ld(zx — 1) =25 (g)logs(1 —x) = —0.3 (h) logs(1 — 2z) =4

2. Losen Sie die folgenden Gleichungen:
(a)3-5% = 81 (b)2.8-1.4%" =10 (c)0.4-32% =1 (d)5-(3)" =04 (e)3-4° =5
(f)2-3* =08 (9)2-14"=+v2 (h)4—-3-2° =69
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3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

lg(2) + lg(z + 1) + 1g(z — 1)

(b) Ig(r — 2) — 3 1s(4) = 3 1s(125) — lg(a + 1)
(©) ;ln($6) = Ly

3
@ w1 w5

(e) 1og3<:c> +1og5< ) =5
() In(z) — 1d(z) + 2 Ig(z) = 7

4. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) V1027 = V5
b ( )z+2 _ ( $+3)zf4

3 2x—3 Jx+4
2 () =)
) 37 = 20
) 2W: 3¢/322+3
) oo+l = gde—1
(g) 72o+1 — go-1 = q2e43 _ ge+tl
(h) 5*vV* — 652VF =0
) ¥ = x
)
)
)

12%3 — V3 =21

4962—:1:-1—1 — 8]”

2.5 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten x1,xs,...,x, hat die
Form

riai1 + ®ear2 + ... + wTpar, = b

rrazy1 + Zgaze + ... + Tpazn = by

TiGp1 + Taap2 + ... + Tpapn = by

Fiir die Losungsmenge eines solchen linearen Gleichungssystems gibt es drei Moglichkeiten:
1. Die Losungsmenge L besteht aus genau einer Losung fir z1,xo, ..., Z,.
2. Die Losungsmenge L ist die leere Menge, d.h. L = 0.

3. Die Losungsmenge L ist unendlich grof, d.h. |L| = oc.

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik



32 2. Gleichungen

Es gibt drei elementare Losungsverfahren:

1. Das Gleichsetzungsverfahren: Man 16st zwei Gleichungen nach einer gleichen Unbekannten
auf, setzt sie gleich und erhélt dabei eine Gleichung mit einer Unbekannten weniger. Dieses
Verfahren bietet sich eigentlich nur fiir lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten
und zwei Gleichungen an.

2. Das Einsetzungsverfahren: Man 16st eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und setzt
das Ergebnis in die anderen Gleichungen ein.

3. Das Additionsverfahren: Man addiert ein Vielfaches einer Gleichung zu Vielfachen der
anderen Gleichungen, so dass eine Unbekannte in den anderen Gleichungen nicht mehr
auftritt.

Aufgaben:

1. Bestimmen Sie die Losungsmengen der Gleichungssysteme:

z + y = 12 T -y = 7
@" T OIS
4z + 6y = 2 y = 2z — 4
(c) r =y + 3 (d) 3z + 5y = 1
Sr + 2y = 17 4dr — 6y = -1
©) 9p 4+ 3y = 12 6 + 4y = 1
2z — 4y = 3 z 4+ 4 =8
(9) (h) 2 b
05z — y =1 3 + % =7
(>3ac—|—4y— 5 ()2:U—3y— 15
9z 4+ 2 = 12y 6r — 54 = 9y
(k) 2 +1) + T(y+6) =1 0) 2 -1 - 3(y—-1) =1
3(x—1) — 5@wy+1) =5 42z +1) + 3By —1) =
04z + 72y = 4.6 1922z = 81 — 3.5y
(M) 512 — 37y = 89 ) 43y + 02 = 272

(0) 0.5z 4+ 09y = 0.3
—04x + 03y = 18

2. Bestimmen Sie die Losungsmengen der Gleichungssysteme:
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3y + 1 = 4z
(f)3y+1:533

—
Q)
~—
[0 9]
8
|
Nej
I
(S
S

y — 2z = 13 49y = 15 — =z
@ gy — 7y = 5 (h) 9p — 7 = sy
4z — bHy 8 Nz + oy = -7
(7) Tr + by = 3 (7) 2z 4+ Ty = 6
(k) —2x 4+ 3y = 5 ) 04x + 03y = 10
6z + 1ly = 5 122 — 15y = —18

3. Bestimmen Sie die Losungsmengen der Gleichungssysteme:

az:—2y+ 2z + y 1 z + 3y dxr — 2y
(a) 3 6 (b) 4 3 6
2y — x 2:U+y_ 2 x+3y+ 2¢ — y B
6 2 3 6 4 12
’ ’ 315_ 7 413
(C) 7—2y 5 — 3x (d)
r y _ 4 8 _ 1
3z +y Yy —
t+y 3 -1 y+1
(e (f)
99—y 1 -1 z+4
r+1 2 -4 y+3

4. Bestimmen Sie die Losungsmengen der Gleichungssysteme:

zr + y + 2z = 18 4 + y — 2z = 0
(a) 2y — z = 3 (b) 3z + 2y + 3z = 16
z = 7 Sr — y + 3z = 12
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34 2. Gleichungen

2z — y + z = 3 r + oy +zmu= 3
22 — y 4+ z 4+ u = 2
)z +y — z = 4 (d) _
3z + y + z = 4 3y — 2 - u o=
r + y + z + u = 3
2z + y — 2z = 3z — 2z = 8 — 4y
e) =z + y + 2z = 1 (f) = + y = 6 — =z
2z — y + 2z = =5 3r — 5z = -2 — by
r + 2y — 2z + 3 0
(9) 4z — y = =5
4z + 2z + y = 5

2.6 Ungleichungen

Im Fall der reellen Zahlen R gibt es folgende Relationen, durch die die Ordnung dieser Zahlen
beschrieben wird:

1. gleich: ,,=*
2. (echt) kleiner: ,, <
3. kleiner oder gleich : ,<“
4. (echt) groBer: , >
5. grofer oder gleich : ,,>“
Zwischen zwei reellen Zahlen a und b besteht immer genau eine der drei Beziehungen

a=0b oder a<b oder a >0

Rechenregeln fiir Ungleichungen: Es seien a,b,c,d € R, dann gelten:

1. a < a ( Reflexivitét )

2. Aus a

IN

bund b < ¢ folgt a < ¢ ( Transitivitit )

3. Aus a

IN

bund b < a folgt a = b ( Antisymmetrie )

4. Aus a

IN

bfolgta +c <b+c

5. Aus a

IN

bund ¢ < dfolgta + ¢ < b+ d

6. Ausa < bundc < dfolgta + c < b+ d

IN A

7. Aus a bund ¢ > 0 folgt ac < be

8. Ausa < bund ¢ < 0 folgt ac > be
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9. Ausagbfolgt% > 1

b

Aufgaben:

1.

4.

D.

6.

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

a)2 -z <0 (b)-2z>6 (¢)—z<-1 (d2<i+2 -z (% <4
3 6 9 3

Nz —-—5=1

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

(@)3x +7 > 5z (B)3+7x >5x (¢)3z > 92 — 12 (d)2z +1 < 4z — 1
)03z — 03 < 192z 4+ 45 (f)3(z—1) >z +5 (95 +2) > 4(1 — x)
(h)(z —2)(z+3) < (x —3)(x + 2)

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:
(a) 2 + 42 +3 >0

5
(b) x2—2x+12§-m—1

22 — 1 3z + 1
2a:+1+:v—2
2x + 1 2x — 3

+ >1
20 — 2 3z — 3

()
(d)

Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungssysteme:
() 4(zx —3) +4>2—1 und §+1>7—x

1
(b)a:+3<x+ und z > 2z + 1

2 4
()

cx— =>4 —2 und x4+ 3 < 4(x + 6)

| =
w

1
(d) bz =8 < — -2 +9 und $—1>§(.17+5)

() 132z +11 > 10z — 1 und 5z + 3 > 2(zx — 3)

W

2
(f) 3+ 32z <6x—7 und 33—335(1:—3)
Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

(a) -7<x—-3< -2
(b) 3 <2x+4<5
)l1<1l—2<2

Stellen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen grafisch dar:

8 10 2 6 Tx — 3
-+ 7 3 (b)— -3 2 7T——<3 (d)2 — —1 1
@-+7<3 (- -3>2 (T--<3 @2+->-1 ()<
T+ 1 T 3z 4 — 2

h <1 ) > 92
(f)—5>3 @_—7>0 ()x+2_ (1)230—{—5_
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36 2. Gleichungen

2.7 Betrage

Der Betrag oder auch Absolutbetrag |a| einer Zahl a wird erkldrt durch

la] = a fira >0
] —a firae <0

Der Betrag stellt den Abstand einer Zahl auf der Zahlengeraden vom Nullpunkt dar.

Rechenregeln und Eigenschaften fiir Betrige:

L | —al = [af
2. la] >0

3.]a] =0 <= a=0

4. lab] = [a][0]
a la] .
.= = & mit b
5 ‘b‘ 0] mit b # 0

6. |a + b| < |a| + |b] ( Dreiecksungleichung )
Aufgaben:

1. Stellen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen grafisch dar:

(a)]lzr = 5] <3 (B)dz+2[>5 (¢))Jx =1 <5 (dz+2] =7
(e)|x+3| = [3x—4] (f)|2*>—22-8 =7 (9)|2z—22| =8 (h)[3z—5| > 2|z +2]
()22 -3/ <z+3 ()>—6z+8 >3 (k)|a2—6x+11] <1 (1) ‘”3‘ >3
(

1—=x

m) ’ 12—74;:

>4 (n) gy 2 1
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Kapitel 3

Trigonometrie

3.1 Dreiecke

Zur Winkelmessung unterscheidet man zwei verschiedene Winkelmafle: das Gradmafl und das
Bogenma$. Beide beruhen auf Kreisteilungen. Beim Gradmafl wird ein Vollwinkel in 360 gleiche
Teile eingeteilt ( Sexagesimaleinteilung ). Die Einheit des GradmafBes ist Grad °. 1° entspricht

ﬁ des Vollwinkels. Untereinheiten des Grads sind Minuten und Sekunden:

1. 1° = 60’ ( Minuten )
2. 1" = 60” ( Sekunden )

Beim Bogenmaf} wird ein Vollwinkel bezogen auf den Kreisumfang eines Kreises mit Radius 1.
D.h. der Vollwinkel im Bogenmafl entspricht 2 7. Die Einheit des Bogenmafles ist der Radiant
( rad ). Grad a wird durch die Formel

T
_ Ca
180°
in Radiant x und Radiant z durch die Formel
180°
a = "
T

in Grad « umgerechnet.
Eigenschaften von Dreiecken:

1. Die Winkelsumme im Dreieck betragt 180°
2. Die Summe der Aulenwinkel betragt 360°

3. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, der zugleich der
Schwerpunkt des Dreiecks ist. Die Seitenhalbierenden teilen einander im Verhéltnis 1 : 2

4. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, der zugleich der Mit-
telpunkt des Umkreises ist.

5. Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt, der zugleich Mit-
telpunkt des Inkreises ist.
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38 3. Trigonometrie

6. Die Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

7. Zwei Dreiecke heiflen kongruent oder deckungsgleich, wenn sie so verschoben bzw. gedreht
werden konnen, dass sie vollstdndig zusammenfallen.

8. Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibereinstimmen in:

(a) den drei Seiten (SSS)

(b) zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel (SWS)
)
)

(c
(d) einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln (WSW)

zwei Seiten und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel (SSW)

9. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie iibereinstimmen in

(a) dem Verhiltnis der drei Seiten
(b) dem Verhéiltnis zweier Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel

(c) dem Verhiltnis zweier Seiten und dem grofleren dieser Seite gegeniiberliegenden Win-
kel

S4

Abbildung 3.1: Grafik zu den Strahlensétzen.

Seien die Bezeichnungen wie in Abbildung 3.1 gegeben, dann gelten die Strahlensétze:

1. Erster Strahlensatz:
Zwei nicht parallele Strahlen s; und sy haben den gemeinsamen Startpunkt S. Werden
diese Strahlen von zwei parallelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Lidngen der
Abschnitte auf dem einen Strahl wie die zugehorigen Léngen der Abschnitte auf dem
anderen Strahl. Es gelten die Verhiltnisse:

(a) SAl . SAQ = SBl N SBQ
(b) SA; : AjAy = SB; : B1By
(C) SA2 : A1A2 = SB2 : BlBQ
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3.1. Dreiecke 39

2. Zweiter Strahlensatz:
Zwei nicht parallele Strahlen s; und sy haben den gemeinsamen Startpunkt S. Werden
diese Strahlen von zwei parallelen Geraden geschnitten, so verhalten sich die Langen der
Abschnitte auf dem einen Strahl wie die zugehorigen Liangen der Abschnitte auf den Par-
allelen. Es gelten die Verhéltnisse:

(a) AlBl . AQBQ = SAl . SA2
(b) AlBl : AQBQ = SBl : SBQ

Abbildung 3.2: Grafik zu Eigenschaften von Dreiecken.

Eigenschaften von rechtwinkligen Dreiecken: Wir verwenden die Bezeichnungen von Ab-
bildung 3.2, und setzen voraus, dass « ein rechter Winkel ist, d.h. es gilt v = 90°.

1. Satz des Pythagoras: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat {iber der Hypothenuse
gleich der Summe der Quadrate iiber den Katheten, bzw. es gilt

A =a® + b

2. Kathetensatz (des Euklid: Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iiber einer Ka-
thete flichengleich dem Rechteck aus der Hypothenuse und der Projektion dieser Kathete
auf die Hypothenuse, d.h. es gilt

a’> = pc und b = gc

3. Hohensatz (des Euklid): Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der Hohe auf
der Hypothenuse flichengleich mit dem Rechteck aus den Hypothenusenabschnitten, d.h.
es gilt

he = qp
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40 3. Trigonometrie

N

(a) (b) (c)

Abbildung 3.3: Satz des Pythagoras.

Beweis des Satzes des Pythagoras:

Der Beweis des Satzes des Pythagoras folgt direkt aus der Abbildung 3.3. Bild (a) von Abbil-
dung 3.3 zeigt die geometrische Bedeutung des Satzes des Pythagoras. Wir miissen also zeigen,
dass die Summe der Flédcheninhalte der Quadrate mit den Seitenléngen der Katheten a und b
gleich dem Fldcheninhalt des Quadrats mit der Seitenlinge der Hypothenuse c ist. Bild (b) von
Abbildung 3.3 zeigt, dass

(a + b)? = 2ab = a® + b? (3.1)
gilt. Aus Bild (c) von Abbildung 3.3 folgt
(a 4+ b)? — 2ab = . (3.2)
Die Gleichungen 3.1 und 3.2 ergeben zusammen

a’ + b = 2.

O
Beweis des Hohensatzes:
Mit den Bezeichnungen von Abbildung 3.2 folgen aus dem Satz des Pythagoras
a* = hZ + p°
und
b = hi+q,
also gilt
a? + v =202 +p? + . (3.3)
Gleichung 3.3 und der Satz des Pythagoras ergeben nun
P +2pg+¢ = (p+a)°
_ 2
= ¢
= a® +

= 20+ + ¢,
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womit

folgt.

Beweis des Kathetensatzes:
Mit den Bezeichnungen von Abbildung 3.2 folgt aus dem Satz des Pythagoras und dem Hoéhen-

satz

o> =hl+p"=pg+p=plg+p) =pc.
Entsprechend erhalten wir

P =ht+¢@ =pg+¢=qlp+q =qc.
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Aufgaben:

1. Folgende Winkel sind im Bogenmaf} bzw. Gradmafl anzugeben:
(a)15° (b)225° (c)105° (d)277,5° (e)31°17°20" (f)§ (9)75 (R)5.19 (i)0.22
()1

2. Gegeben ist ein Dreieck mit ¢ = 4.5 ¢cm, b = 12.2 cm und ¢ = 11.7 cm. Konstru-
ieren Sie dieses Dreieck. Zeichnen Sie die Seitenhalbierenden, die Mittelsenkrechten, die
Winkelhalbierenden und die Hohen sowie den In- und Umkreis.

3.2 Trigonometrische Funktionen

Die Seitenverhiltnisse in rechtwinkligen Dreiecken lassen Riickschliisse auf die entsprechenden
Winkel zu. Dies wird durch die trigonometrischen Funktionen beschrieben, wobei wir uns auf
die Bezeichnungen von Abbildung 3.2 beziehen und davon ausgehen, dass v = 90° ist:

_ Gegenkathete a

1. Sinus von a: sin(a) = g ——
ypothenu c

Ankathete b

2. Cosinus von a: cos(a) = Hvoothenmme =
ypothenuse c

Gegenkathet
3. Tangens von a: tan(a) = egenkathete a

Ankathete b
Ankathete b

4. Kotangens von a: cot(a) = Gegenkathete  a
egenkathete a

Aufgrund der Strahlensétze hingen diese Verhéltnisse nur vom Winkel o ab. Da § = 90° — «
ist, gelten folgende Beziehungen:

1. sin(f) = sin(90° — ) = cos(«)
2. cos(f) = cos(90° — a) = sin(«)

Weiterhin gelten:

1. tan(a) = :;I;((Z))
2. cot(a) = Z?j((Z))

Abbildung 3.4 zeigt im Fall, dass die Hypothenuse gleich 1 ist, die trigonometrischen Funktionen
geometrisch auf. Aufgrund des Satzes von Pythagoras gelten:
1. sin?(a) 4 cos?(a) = 1
1

2.1 + tanQ(oz) = m
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A
-
tan(o)f...........\..
sin(a)
u —>
A cos(@  coi(a)
‘ 7

Abbildung 3.4: Grafik zu den trigonometrischen Funktionen.

1
sin?(a)

3. 1 + cot?(a) =

Spezielle Werte der trigonometrischen Funktionen sind aus der Tabelle 3.1 zu entnehmen. Da
die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, gibt es keine Umkehrfunktionen auf ganz R.
Deshalb sind die Umkehrfunktionen nur fiir Teilintervalle definiert:

1. Die Funktion
arcsin : [—1,1] — [_277 W]

hei3t Arcussinus und ist definiert durch

arcsin(y) = ¢ < sin(z) = y .

Radiant | Grad | sin(«) | cos(a) tan(a) cot(a)
0 0° 0 1 0 nicht definiert
R U S V) 5 V3 V3
z 45° | V2 | 1V2 1 1
51 60° | 5vB ] 3 v3 5 V3
5 90° 1 0 nicht definiert 0

Tabelle 3.1: Spezielle Werte der trigonometrischen Funktionen
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2. Die Funktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

heit Arcuscosinus und ist definiert durch
arccos(y) = x <= cos(z) = y .
3. Die Arcustangensfunktion arctan : R — (-, 5) wird definiert durch
arctan(y) = r <= tan(z) = y
4. Die Cotangensfunktion cot : R — (0, 7) wird definiert durch

arccot(y) = x <= cot(z) = y

Abbildung 3.5: Hohen eines Dreiecks.

Eigenschaften von allgemeinen Dreiecken: Wir verwenden die Bezeichnungen von Ab-
bildung 3.2 und Abbildung 3.5:

1. Flicheninhalt: Fiir den Flacheninhalt F' von Dreiecken gilt:
1 1 1
inahazibhb:§Chc.

2. Sinussatz: Fiir Dreiecke gilt

a b c
sin(«) sin(3) sin(y)

3. Kosinussatz: Fiir Dreiecke gelten

a? = ¥ + & — 2bccos(a)
¥ = a2 + & — 2accos(B)
2 = a®> + b — 2abcos(y)
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Beweis zum Flécheninhalt von Dreiecken: Aus Abbildung 3.6 (a) bis (c) folgt

1

F=—-ah,
2
Aus Abbildung 3.6 (d) bis (f) folgt
1
F = -bh
5 0l
Aus Abbildung 3.6 (g) bis (i) folgt
1
F = §Chc

b hb
b 5
hb A _

b ) @ c

(d) (e) (f)
° ho] \° AN 2 ho] \°
™ B

C c C

(g) (h) (i)

Abbildung 3.6: Flacheninhalt eines Dreiecks.

Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

1. sin(x + y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y)
2. cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)
3. sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

4. cos(2z) = cos?(z) — sin®(z)
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8

5. sin(x) + sin(y (

8

6. sin(x) — sin(y) = 2 cos(

(
v

7. cos(x) + cos(y) = 2 cos

8. cos(x) — cos(y

Q

Abbildung 3.7: Gleichschenkliges Dreieck.
Aufgaben:

1. Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel eines Dreiecks mit v = 90°, wie in Abbil-
dung 3.2 dargestellt:
(a)a = 6.0cm und b = 25cm (b)a = 280m und b = 360m (c)a = 24.8m und b =
342m (d)a = 47m und f = 38° (e)b = 24.5m und o = 62.5° (f)a =
120m und a = 41° (¢g)c = 6.4km und o = 32° (h)a = 15.8m und ¢ = 24.3m
(i)b = 39.2cm und ¢ = 56.4cm

2. Berechnen Sie p, ¢ und h. im Dreieck von Abbildung 3.2, wobei immer v = 90° voraus-
gesetzt wird:
(a)a = 6cm und ¢ = 10cm  (b)b = 4.5m und a = 43.5° (c)a = 8m und a =
28° (d)e = 12cm und o = 72° (e)c = 14.5m und [ = 485° (f)a = l4cm und b =
25.8cm

3. Sei ein gleichschenkliges Dreieck wie in Abbildung 3.7 gegeben. Berechnen Sie die fehlen-
den Seiten und Winkel sowie den Fldcheninhalt des Dreiecks:
(a)b = 58.6m und o = 62° (b)a = 452m und v = 98° (¢)c = 124.8m und § =
36° (d)e =9.76m und v = 79.5° (e)a = 65.4m und ¢ = 54.7m

4. Sei ein Parallelogramm mit den Bezeichnungen wie in Abbildung 3.8 gegeben. Berechnen
Sie den Fldcheninhalt:

(a) @ = 8cm, d = 10cm , a = 60°
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D c C

Abbildung 3.8: Parallelogramm.

(b) a = 12m, b = 7.5m, § = 125°
5. Driicken Sie tan(a) durch sin(a) (cos(a)) aus. Berechnen Sie tan(a) fiir sin(a) = 2.

6. Driicken Sie sin() durch tan(a) aus. Berechnen Sie sin(a) fiir tan(a) = 31/3 Siehe hierzu
Abbildung 3.9.

tan(a) |

v

Abbildung 3.9: d = /1 + tan?(a).

7. Berechnen Sie cos(a) fiir tan(a) = 3 /3.

8. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:

(a) tan(a) cos(a)

~—

sin(a

tan(a
(c) sin®(a) + sin(a) cos?(a)
v

—
~—
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(h) cos(a) + sin(«) tan(«)

9. Konstruieren Sie die Dreiecke und berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel, wobei
wir uns auf die Bezeichnungen von Abbildung 3.2 bezichen:

(a) @ = 45cm, b =57cm, f = 70°
(b) a =4cm, ¢ =5cm, v = 25°

(¢) b =68cm, c=62cm, = 80°
(d) a=75cm,b=>5cm, a =110°

() b =9cm, ¢ = 5.8cm, f = 141.5°
(f) b = 3.6cm, ¢ = 8cm, v = 99°

10. Konstruieren Sie die beiden moglichen Dreiecke und berechnen Sie die fehlenden Seiten
und Winkel, wobei wir uns auf die Bezeichnungen von Abbildung 3.2 beziehen:

a=33cm,b=>52cm, a = 35°

b=42cm, ¢ = 83cm, 8 = 30°

a =85cm, c=6cm, vy =335

b="Tcm, c=56cm,y=50°

a =67cm,b=>56cm, 3 =54°

b=6cm,c=>5cm, v =49°

11. Bestimmen Sie die Winkel der Dreiecke, wobei wir uns auf die Bezeichnungen von Abbil-
dung 3.2 beziehen:

(a) @ =4cm, b =5cm, ¢ = 6cm

(b) a =3cm, b =~6cm, ¢c=4cm

(¢) a=334m,b=178m, ¢ = 247Tm
(d) a =50.8m,b=53.6m, ¢c =394m

12. Driicken Sie ( mit Hilfe der Additionstheoreme ) cos(3 «) durch cos(a) aus.

13. Berechnen Sie fiir sin(a) = % 2 und cos(f) = %\/g mit Hilfe der Additionstheoremen:
(a) sin(a+B) (b) sin(fa—pB) (c) cos(a+ ) (d) cos(a—pB) (e)sin(2a) (f) sin(25)
(9) cos(2a)  (h) cos(2 )

14. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
(a) cos(45° + a) + cos(45° — «)
(b) sin(ar + 60°) — sin(a — 60°)

(c) cos(60° + o) — cos(60° — «)

(d) cos(aw — ) — sin(«) sin(f)
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15. Beweisen Sie die Additionstheoreme der Tangensfunktion

tan(a) + tan(B)
1 — tan(«) tan(f)

tan(a) — tan(f)
1 + tan(a) tan(B)

tan(a 4+ () = und tan(a — §) =

( Anleitung: Driicken Sie tan(a + ) durch sin(a + () und cos(a + ) aus, dividieren Sie
Zahler und Nenner durch cos(«) cos(/3) ) Bestimmen Sie weiterhin tan(75°) und tan(15°)
mit Hilfe der Tabelle 3.1.

16. Es seien fiir o und 8 sin(e) = 33 und cos(8) = % bekannt. Berechnen Sie:

(a) tan(c)  (b) tan(B) (c) tan(a + B) (d) tan(a — )

17. Welche Formel fiir tan(2 «v) ergibt sich aus den Additionstheoremen der Tangensfunktion?
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Kapitel 4

Vektoren

4.1 Grundlagen

Aufgaben:

1. Geben Sie an, welche der auf dem Quader in Abbildung 4.1 eingezeichneten Pfeile zum

Vektor d gehoren:
(a)d = EH (b)d = DH (¢c)a =CD (d)a = AH (e)d =HG (f)a=A

H G
E <
A N :
[?’4' .........................................
A

Abbildung 4.1: Quader.

Begriinden Sie auBerdem, weshalb die Pfeile AB und FE nicht zum gleichen Vektor
gehoren.

2. Zeichnen Sie den Pfeil P, P, sowie den zum gleichen Vektor gehtrenden Pfeil Q1Q)2 in ein
Koordinatensystem ein. Bestimmen Sie den jeweils fehlenden Punkt.

(a) PL(3[1), Pa(7]4), Q1(1]4)  (b) P1(1]5), Pa(4]2), Q2(7]-1) (c) Pr(1|1[3), Pa(3[4]5), Q1(2[5]4)
3. Berechnen Sie die Komponentendarstellung des Vektors @ = P_Q:
(a) P(2[5), Q(3[8) (b) P(—4[7), Q(3[6) (c) P(3[—4[5), @(2[2[6) (d) P(5[52.5), Q(8]6]4)

1
4. Der Vektor a = 3 | verschiebt den Punkt P in den Punkt (). Bestimmen Sie P bzw.
2
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Q:
(@) P(2B|1), @ =7 (O)P(-14-3), @ =7 (P =7, QT6]3) (P =
7, Q(0[0]0)

5. Zeichnen Sie ein Parallelogramm Ay, As, Az, A4 und das durch die Seitenmitten M7, Mo,
Ms, My bestimmte Viereck. Fassen Sie jeweils diejenigen Pfeile zusammen, welche den
gleichen Vektor beschreiben. Welche Vektoren sind zueinander entgegengesetzt? Welche
Vektoren besitzen den gleichen Betrag?

6. Wieviele verschiedene Verschiebungen des Raumes konnen durch geordnete Paare von
Eckpunkten eines Wiirfels beschrieben werden?

7. Beziiglich eines Koordinatensystems ist der Punkt Py (1]2) gegeben. Der Vektor & = 0P
legt eine Verschiebung v fest. Bestimmen Sie die Koordinaten der Bildpunkte von P»(34),
P3(—1|0), und Py(—3| — 2) bzgl. ¥. Geben Sie die Koordinaten der Originalpunkte von
Ps(1] = 3), Ps(4]1), und P7(—3|0) bzgl. der Verschiebung v an. Tragen Sie alle gegebenen
und ermittelten Original- bzw. Bildpunkte in ein Koordinatensystem ein und verbinden
Sie jeweils den Originalpunkt mit dem zugehorigen Bildpunkt durch einen Pfeil.

8. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:

(a) @+ b — (¢+ a@) + (—b)
()(m—n)+(m+ﬁ)—m

(c) ( r—ﬂ F—-0) - (F=5 —(F—-7)+7—7
) P

(d — (RS + SS — @QP) + RS

9. Losen Sie die folgenden Vektorgleichungen nach & auf:
(a) §—F+T7=2+7
(b) ~(d - %)+ (d+7) =d— (F— 1)

10. Berechnen Sie die Summe der beiden Vektoren, sofern dies méglich ist:

@ (3)- (%) g , —:1))4 ) —23 , _32 (@ § ,

2
ol3)- (%)

11. Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch die angegebene Summe der Vektoren , @ und
U (Bezeichnung der Vektoren von links nach rechts) in Abbildung 4.2:
(@) +v OGu+d ()+d (d)(u+70) +ad () +d (f)u+ (0 + o)
(g)u+u (h)W + &+ @
Was fillt Thnen auf, wenn Sie die Resultate von (a) und (e) bzw. (d) und (f) vergleichen?

2 -1 3 0
12. Gegeben sind die Vektoren @ = 1 |, b = 4 , € = 1 |, d = 01,
3 2 5 1

€ = < i > und € = < _15 ) Berechnen Sie die Vektoren, sofern dies moglich ist:
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4.1. Grundlagen 53

Abbildung 4.2: Vektoren , « und ¢ von links nach rechts bezeichnet.

(@@ —-b B)é—d (é—f (da—-¢ (ea—-b—¢ (fla—a (9a+c—d
Wd+d—-b+a—-c—b (i)0—a

13. Vektoren einer Ebene sind durch ihre Koordinaten gegeben. Ermitteln Sie rechnerisch und
zeichnerisch die Koordinaten der Vektoren #, ¥ und w mit:

wa=z(,)+s(7)
(b)5:0-5(_22)+(—1)<—13)
()= (V) ()

14. Stellen Sie fest, fiir welche a € R die folgenden Bedingungen gelten:

—
o
N—
g

I

1
(a) @ = a , @ = 1.5
0.5
= a =
i~y ) =1
- 1 "
(c)a:<a>,|a|:a+1
2a
(d) @ = 2 , @l =3
a

15. Bestimmen Sie |AB| fiir A(1| — 2/4) und B(2|3| — 1) bzw. A(a1|az|as) und B(by|ba|bs).
16. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
(a) 4(@ — 2b) + 2(3b — 2d) + 4b
2, 3., 55 .
(b) §a+ 5@ = 4b> - 3a
H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik
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CRERAE
4 2 3
- (3 1 /6~
4b (2 —125) — = (2
(@) b<2 5) 4(56)

o (3)2(5) 205 (3) -2 (7))

17. Die Vektoren @y, d und b sind durch ihre Koordinaten gegeben. Stellen Sie den Vektor b
als Linearkombination der Vektoren d; und ds dar:

wi-(3) 0= (1) ()
i ()an (1) 5= (2)

} -3 1 0
b= -2, a=0],@=| -1
-3 1 0

18. Alle Vektoren einer Ebene bzw. des Raumes sind durch ihre Koordinaten bzgl. eines karte-
sischen Koordinatensystems gegeben. Die Koordinatenachsen werden durch die paarweisen
orthogonalen Einheitsvektoren €; und é; bzw. €1, €5 und €3 aufgespannt. Berechnen Sie
das Skalarprodukt der Vektoren @ und b:

we- ()5 (3)

—
o
~
QL

Il

1
o|.6=1 2
1

= 66 + 8 ,b=238 —4é& + 126
() @=2(CL+ &) + &, b=48 + 108 — &

—~
(oW
~—
QL

19. Berechnen Sie das Skalarprodukt der Vektoren @ und b:

-,

(a) |@| = 3, |b] =4, <(@,b) = 15°

(b) @ = 2.5, [b] = 2, <(@b) = 90°
(c) |a| = 4, |b] = 3, «(@b) = 135°
d) |al =1, b =1, <(@b) = 105°

20. Man bestimme die Parameterform fiir die Gerade g durch die Punkte P; und Ps, ermittle
auBerdem eine Gleichung von ¢ in analytischer Form und iiberpriife das Ergebnis zeichne-
risch.
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) Pi(1]2), P(0] - 1)

) Pi(2[—1), P(3[4)
(c) Pi(—4[8), P2(0[0)

)

flzoﬁ1:<?>,@:0ﬁgz<_41)

- 2 -1 R = 0.5
(e)x1:OP1—<_2>,x2:OP2:( 0>

21. Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g, welche durch die Punkte Py und P; be-
stimmt ist:

(a) Po(1]0[2) ; Pr(1[1[1)  (b) Po(=1]0.5[1) , P1(0[0]=1) (c) Po(3[2[1) , P1(1[2[3) (d) Po(0[0]0)

)

22. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden g, die durch einen Punkt Py und einen Rich-
tungsvektor @ festgelegt ist und untersuchen Sie, welcher der Punkte A, B und C auf g

liegt:
2
(a) Po(13[—=1),a@ = | 1 A(=1]2| =2), B(7[6]3) , C(=5|0] —4)
1
1
(b) (01 =1),d = | 2 ABI7=1), B(=2[=3]-1), C(1] =3[ -1)
0
-1
(c) Po(12[=2),a= 1| 0 |, A(0[0]0), B(02] —3), C(4]2[1)
-1

23. Weisen Sie nach, dass die gegebenen Geradengleichungen dieselbe Gerade beschreiben:

(a) y = 42 + 2 und <§>_<é)+t<§>

(b) S+ %=1 ud <“’;>:<2>+t<g>

()0 = )3
x 3 1 . 5 s

@[y |=(0]+t{-1] wmd [y ]| = 2 3
z 1 9 z

24. Ermitteln Sie eine Parametergleichung der Geraden g1, welche

(a) parallel zu der durch P;(3|4|7) und P»(1|1|4) bestimmten Geraden gy verlduft und
den Punkt Py(1|0|1) enthilt,

(b) orthogonal zu der durch y = 2z + 3 festgelegten Geraden verlduft und den Punkt
A(1]7) enthilt,
(c) parallel zur z - Achse verlduft und den Punkt Py(—1| — 2|3) enthélt.

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik
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Kapitel 5

Differential- und Integralrechnung

5.1 Funktionen

Aufgaben:

1. Gegeben sind lineare Funktionen f mit folgenden analytischen Ausdriicken y = f(x):
1
(@)y =2z +1 (b)y =022z —15) (c)y = §(5 —2z) (d)12 =4y — 6z
Skizzieren Sie den Funktionsverlauf. Ermitteln Sie Steigung und Steigungswinkel der Ge-

raden.

2. Gegeben sind zwei Punkte P; und P, einer Geraden g. Geben Sie die analytische Form der
Geraden g an und ermitteln Sie deren Nullstellen: (a) P1(—1|2) , P(2]5) (b) Pi(—2|1), P2(4]4)
(c) Pi(=3[1), (6] —2) (d) P1(0]—4), Pa(=2[4) (e) Pi(6] —3), P2(=3[3)

3. Ermitteln Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Grafen der Funktion f und g:

(a) f(x) =2 + 1und g(x) = 32 + 2
(b) f(x) = =5x — 7Tund g(z) = bz — 2

4. Skizzieren Sie das Kurvenbild der folgenden quadratischen Funktionen mit Hilfe der Null-
stellen, Scheitelpunktskoordinaten und des Schnittpunkts mit der y - Achse:

() (@) = 5 (* + 22 — §)

(b) flx) = — (@ + 47

(¢) f(z) = 2% — 62 + 12

5. Bestimmen Sie die Gleichung fiir die quadratische Funktion y = ax? 4+ bz + ¢, von der
folgendes bekannt ist:
(a) Der Graf der Funktion geht durch die Punkte P; (0| — 3), P>(—1/2) und P5(1/6).
(b) Der Graf der Funktion geht durch die Punkte P;(1]0), P»(2|3) und P3(0]0).

(c) Der Graf der Funktion geht durch die Punkte P;(0]3), P>(1]2) und hat eine Nullstelle
bei x = 2.

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik



58

5. Differential- und Integralrechnung

10.

11.

12.

Ermitteln Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Grafen der Funktion f und g:

(a) f(z) =z + 1lund g(z) = 2% + 1

(b) f(z) = —2* + 1und g(x) = 2% — 22 + 1

(¢) f(z) = 23 und g(z) = 2 + =

(d) f(z) = 2+ 9und g(z) = 6z
Vom Grafen einer Exponentialfunktion y = ka” sind zwei Punkte bekannt. Um welche

Funktion handelt es sich?
(a) Pi(1]3) , P»(2]12) (b) Pi1(2|4.5) , P»(3]6.75) (c) Pi(—3] —8) , P»(2] — 0.25)
(d) P1(0]0.5), P,(—1]|0.1) (e) P1(2]0.05), P»(—2|500)

Geben Sie den groftmoglichen Definitionsbereich einer Funktion mit der angegebenen
Gleichung an:

(@) y = log,(~z) () y = log,(1 — 2%) (c)y = log,(1 — 2) (d)y = log,(a?)
(€) y = log,(1 + a%) (f) y = log, (V)

Welcher der beiden Logarithmen ist grofier?
(a) logy(7) , loga(9) (b) logg5(6) , logys5(8) (c) logs(5) , logg(6) (d) logr(4) , logs(4)
(¢) log1(5) , log1(5) (f) logr (1), logs(1)

Losen Sie die Ungleichungen:
(a) lg(z) > 5 (b) lg(=2) > 5 (c) lg(a®) > 5 (d) lg*(z) > 5 (e) lg(z) < 2 lg(x)
(f) 1g(z) > 3 lg(x)

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f fiir x — oo und fiir x — —oc:

(4) F@) =

3z
) fa) = =2
(©) flr) = 4 - 4
2 — 2
(@ fa) = S
(@) flr) = 5
oz +1

0 fl@) = =

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion f im Unendlichen. Geben Sie gegebenenfalls
die waagerechte Asymptote an.

— 3
@ f0) = T

IE2 _ ZL‘S
(b) flr) = S
© f) = 512
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B 4
3z —2

(d) f(x)

13. Ermitteln Sie folgende Grenzwerte:

322 — 3
(a) lim or T
z——1 x + 1

5.2 Differentialrechnung

Aufgaben:

1. Differenzieren Sie die folgenden Funktionen:

(a) f(x) 5T + 37 = +

(b) f(z) = a2 — Vb 2? + %caz -1
(¢) f(z) = 2275 4 3273 — 12272 4+ 4

(d) f(z) = 55—3%72+ G;ﬁ
(e) f(z) = (Vo — 1) (1 + Va)
() fl@) = (1 =27 (@ + 2?)
(g) f(x) = (x2 + 2xvT + $) (:c — \/37)
(h) f(z) = (az® — b)?

.’,13'2 T
() ) = 5

-

0) f@) = 25
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0 1) = 5= (1+ ¥F)
(m) fa) = =

() f(z) = Va sin(x)
(o) f(x) = 5% + 2%
(v) f(z) = sin() In(x)
(a) f(x) = sin(z?)

(1) f(x) = 1 — cos(a?)
(5) fa) = Va? — 1
(0) f) = [
(W) f(z) = sin®(x)

(v) f(z) = e

(w) fla) = sin ()

(x) f(x) = logy ()

(a) fz) = 2"

(b) f(x) = V&

(€) f(z) = V1 = a?

@) fl@) =

(e) f(x) = sin(1 — 2x)

(f) f(z) = logs(x)

(g) f(z) = e

(h) f(z) = 225 — 2t

3. Welchen Winkel bildet die Tangente im Punkt Py(zo|yo) an der Kurve von f(x) mit der

x - Achse?

(a) fx) = Vo, 20 =1

M) flz) =2+ -1, 29 =2
(¢) f(z) = sin(2z), g = 0.5
(d) f(z) = logy(x) , w0 = 5

4. Untersuchen Sie die Funktionen auf lokale Extrema und Wendepunkte. In welchen Inter-
vallen sind die Funktionen monoton steigend bzw. fallend?

(a) f(z) = 2* — 22 + 3
(b) f(z) = 2% — 322 + 62 + 7
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(c) flx) = 2° (8 — x)
(x —2)* + 4
X
|
22 —Tx+6
oz —10

e
~
—~~
8
~
I

5.3 Integralrechnung

Aufgaben:

1. Bestimmen Sie die Stammfunktionen und kontrollieren Sie Thre Ergebnisse:

1

() (@) = 5
t 2

(b) f(t) = Y]
(c) fla) =1 —2)@2+ 2)
(d) f(a) = 3a + 2
(e) f(z) = V2u
(1) f(z) = —327
(8) f@) = aa? + ba + c

22 —4dx
) f@) = 2=
(i) f(z) = ¢°

2. Bestimmen Sie die Stammfunktionen:

(a) f(z) = 3a® — 2
(b) f(z) =2
(¢) f(z) = sin(z) + =
@) f(r) =mr’
(e) flx) = 3a* — 2% + 72 — 1

3. Bestimmen Sie die Stammfunktionen:

(a) / (23}2 + 5> dx
(b) /3xdx
(c) / <t2 — 2?;3> dt

(d) /(1 — 2x)%dx

H Harz FB A/1
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4. Berechnen Sie:

(a) /_(;2dt

(b) /_;1(—x2+x+1)dx
@ [ @20 a

@ [ (G- ve) e
() /_01 022 dz

(f) /_01 022 da

@ [, 10

1
<m/}m1—w@y+n@

G) /_ * (2 sin(z) — cos(x)) da

() /0 o (; cos(x) — ;sin(x)> do
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1) /_21 (i —x—l) do
(m) /0 (3e” + 1) da

(n) /13x;1dx—/35(1—;>da:

5. Der Graf der Funktion f und die x - Achse begrenzen eine Fliche vollstéindig. Berechnen
Sie jeweils den Inhalt A dieser Fliche:

(a) f(z) = —42° + 8z
(b) f(z) = (z — 3)* = 2
(¢) f(z) = 23 + 222 — 3z
(@) f() = 2 — oot

1 2
(e) flz) = —§9C4 + §x2

6. Der Graf der Funktion f und die Koordinatenachsen begrenzen eine Fldche vollstéindig.
Berechnen Sie jeweils den Inhalt A dieser Fliche:

= —Vv4d—-z
=e¥ — 2

) [(z)
) f(z)
(¢) f(z) = =2 + 32 + 2
) f(z)
) f(z)

7. Durch die Grafen der Funktionen f und g wird eine Fliche vollstéindig eingeschlossen.
Berechnen Sie jeweils den Inhalt A dieser Fliche:

(@) f&) = 2%, 9la) = —5a* + Sw 46
() f(r) = V2T, g(x) = 5o
2

(¢) f(z) = 2%, g(z) = —2* + 22
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Kapitel 6

LOsungen

6.1 Losungen zum Kapitel ,,Grundlegendes Rechnen*

6.1.1 Losungen zum Abschnitt ,,Mengen*
Aufgaben:

o 4

(a) M2 U M3 (b) My N (M2 U Ms)

(C) My N M (d) My N Ms (e) (Ml QMQ)U(M1 N
M3)
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66 6. Losungen
2.
S N
- o
(a) M2 N Ms (b) M1 U (M2 N Ms)
( ) My U M (d) M; U M3 (e) (M1UM2) (M1U
M3)
3.

) M1 U M,

) My U M,
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10.

11.

My)

0, {1}, {4}, {5}, {10}, {1,4}, {1,5}, {1,10}, {4,5}, {4,10}, {5,101}, {1,4,5},
{1,4,10}, {1,5,10}, {4,5,10}, {1,4,5,10}.

M N E

(a) {2,3,5,7,11,13,17,19} (b) {23,24,27,29,30,31,33,36,37,39,41,42,43,45}.
(4.

M, = {1,2,3,4,5} und My = {1,3,5}.

(@) [=3,7) () [1,3) (o) [=3,1) (d) [3,7)

6.1.2 Losungen zum Abschnitt ,,Grundlegende Rechenregeln

Aufgaben:
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6. Losungen

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

(a) 255 (b) 759 (c) 1786 (d) 3087 (e) 13251 (f) 83600

(a) a+b:(c—d-e-f) () a-b:(c-d) +e+ f.

(a) bz (b) -2z (c) bp (d) 3z -5y (e) 0 (f) t (g —04y

(h) 282 (1) —-07a () —-14z (k) 2a+7 (1) —4e (m) 4a—->b (n) 8z
(0) 9ab (p) zy (q) —2m>® (r) 102> =5z () > —y (t) —ab—4ad?
(w) -9k (1) mn+2n 4+ 8m.

(a) 7.9 (b) =32 —-2a+c¢ (c) 106>+ 2ab (d) 5z +7 (e) 38c—9d
(f) 5a® — a®b (g) 3.6a — 720 (i) 3a® 4+ 5a + 4 (G) 4uv

(a) 3b+2c (b) 4a+2b+3c (c) 3a+4b+3 (d) 8a+ 11D

() —ab+a’+ac (f) a®>+54ab—290> (g) 3—-3a®>+4a (h) a®>—2ac—b>+c2
(i) 60a® — 89a*b — 23ab* + 420
(
(

) bx+(Ty—3z) (b) (Tu+(—4v))+((—2u)+v) (c) zum Beispiel 2a+ (3b—a)
) zum Beispiel 6m + ((—p) — 5n) + (9n — 6m)

(a) -3z -3y (b) -214+a (c) 6a+7b (d) -3z+3y (e) 4da—T0b
(f) 2a+2b—c (g) 42> +6x (h) —3lc+ 18d (i) —2.6y — 0.7
G) 11.5u+4v (k) 223a+1.48b (1) —15.6x+ 257y (m) —2.06a>+ 11.7ab

3a — (4b+6) (b) S5zy— (=3zz—Tyz) (c¢) (1lv+ Tw) — 4u>
3a — (4a —5b) (b) 7Tz — (x —3y) (¢) —3c— (c—8d) — (8d — ¢)
(

6z (b) —26y (c) 01125z (d) 0 (e) 3bab (f) —27zy
18ef (h) 15zy () 6abc (j) —-40xyz (k) —8pgm (1) 0
m) -—1.025k (n) —54v (o) —0.08uwv

)
)
)
a) 7Tx — (by —3z) =72 —-5y+3z (b) —(Tz+5y) —3z=—Tx -5y — 3z
)
)

a) 7y (b) -8x (¢) =9 (d) —-6mn

a) 08abc (b) —3zy (c) 18xy (d) 4n* (e) —2ab (f) -3
g) —4:r () 3zz () vy () Ba):@2z) (k) b:2 (1) 0.4y
m) 0.6d:c (n) 0.3uv?

20 —6x (b) —mn+1 (c) s—s>:t—3 (d) 1:(2b)4a: (10b) —0.03a

)

a) 21z — 35y (b) 35u —63v (c) —1.52% +03zy (d) 9a®> — 9ab + Yac
e) —21m? +14nm —35m (f) —6a*b—3ac+4a (g) 049zy + 0.07y — 0.28
h) —92+7 (1) 6y+zy () —uwvw+ow (k) 1dab—27a (1) —14da — 44

(a) 3(x+ (-y)) — 1.5z =15x—-3y (b) Tu(du®—7Tu+8) = 28u> — 494> + 56 u
(¢) 5((-4z)—(—y))+22 -3y = —18z+2y (d) bx+15y—10z = 5(x+3y—22)
() 8a® —4ac — 8ad = 4a(2a — ¢ — 2d)

(a) 5(x+6y) (b) 2(4m*+8mn—22mn?), 4(2m? +4mn—11mn?), 4m (2m +
4n—11n%), —4m(—2m—4n+11n?) (¢) Tuv(—2u+3—5v), —Tuv(2u—3+5v)
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18. (a) rs+7r—3s—3 (b) 6maz —8my+ 3nzx —4ny (c) 10a* — 19a — 15
(d) 37a—5 (e) —2®+3x+4 (f) —9a®>+b> (g) 10a®> —13ab+4b*>—6ac+3bc
(h) —2?y +xy? +32yz -3y 2z —zo+zy () 222 +10z+14 (§) 17z + 13

19. (a) (w+4) (y+(-2)) () (z+3)(z=5) (¢) Lz+3)(z+4) (d) (a+2)(a—2)

20. (a) (z+y)(m+10) (b) (a—=b)(7T+u) (c¢) (a+b)(c—2) (d) (x+3)(z—3)

21. (a) a® —6ab+ 96> (b) —1+a®> (c) —a®>+b> (d) 0 (e) 16a* + 164> +
34a — 24 (f) 4a®b*  (g) 9a*® + 12ab — 30ac + 4b* — 20bc + 25¢2
(h) a® + 2ab — 2ac — 2ad + b* — 2bc — 2bd + 2cd + 2 + d> (1) (Ta + 3)*
) (5a—|—gb)2 (k) (13@—25b)2 (1) (3a®b + 2% (m) 48a® — 16ab + b
(n) —1754> + 384ab — 144b

6.1.3 Losungen zum Abschnitt ,,Bruchrechnung*

Aufgaben:

L@ -2 01 @ @ g o 3
) a b ab a

67 4985 176 41143 5a + 3b+ 20c a+1
2. — — — — f
@ 7T O = @5 @ 15552 3(6) . 12 ® 72
Ta — 24b 1 . —2ab+2a® — a® + 2b° — ab . a‘ + b
@ Lm0 L Mo m
3a> + 6a + 2 2a% + 4
. —1,-2 b) — 2,1,—1,-2
3(3‘) a3+3a2+2a7a7é07 b 2() a475a2+47a7é77 9
2 —2a* —4a + 2 —1 1
1,-1 d 1,—1 -
—2a
£y — 2 S — —1,-=
—8a
) 6@ +ita—g @7 123
b—a 25a 1 1 -2
4. b) ———— d) - f)y —
(a) o b) c2-¢ © EOE d =3 © w7 O 35
—3a+0b
1 (h) ——
@ 1 )
b
5. (a) 1 (b) 1 (¢ " (d) 0 (e) a®> 4+ 9b> (f) 70a% — 72b% + 56
4a? — 9bH? 9a® — 4b? —5b — 7 a+12a% — 1 1
4a” — 967,y 90" 467 56T . at+ 124" -1
(&) 6ab (b) 6abd (i) 14a (1) 2 (k) a+1
0 9a — 24ab + 16ab?
250%* + 20a b3 + 4a2b?
a® — 803 — 4ab? + 2a°b 1—a a? + b?
6. (a) 527 (b) 1+ a (c) e (d) a+b (e) a
1 —2ab — a® + b? a+b b—a 1
f h i ) = k) —
05 ggmerw ® a1 O 03 0
O -
a
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5a — 13b
7.() 5¢ (b) 17z () —a (d) z+y (¢) 7b+3a (f) %
a? + b2 . —4ab
@2 m L o =4
6.1.4 Losungen zum Abschnitt ,,Potenzen und Wurzeln“
Losungen zum Abschnitt ,,Potenzen*
Aufgaben:
1. (a) a* (b) —a® (¢) —10a®b (d) z*(9a +2b) (e) 3(a — b)?
(f) 1 -a)
9. (a) 9a”x7 (b) an+3 (C) a2x+1b2x+2 (d) a2n73x621xn+5yn72
1
(e) %x4a—3y (f) az—3yb—5m—1 (g) 7a—1 bx_l C_lyQZ
2 1562
(h) I;GZZQS b73 (a o 1)71 (1) ;ng xfﬁ (J) 3546565 blS -5 x13 a717
(k) 156 b13 y—17 5613 CL_5 (1) TO Z—2 (m) ax_l b2 C—l 2_2

Losungen zum Abschnitt ,,Wurzeln*

Aufgaben:

L) VIO =4V () VA1 (0 w (@) o2’ () 3 () V5 (9 5

2. (a) ab?® (b) a3 (c) ab3 (d) (a—0b)(a+b3 (e % (f) aizbi
(@) o (W) af (@) o

5. o 1) pheT (@ bt (@) 12-4vF (o BB LRV
0 v (m 22V

6.1.5 Losungen zum Abschnitt ,,Logarithmen*
Aufgaben:

-1 4
3

1. (a) lg(a(a + b)" (a — b)") @)M@Te)(@lmf—ﬁﬁﬂ
(@) lg((@® = 8)507) (o) glgla® =) () lglasbed) (g) Infa)

2. (a) _Tl log(u) (b) log(2) + log(a) + glog(b) - glog(c) (¢) log(u? + v?)
(d) % () In(a? — B3) — 2 In(a® + B?)
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6.2 Losungen zum Kapitel ,,Gleichungen*

6.2.1 Losungen zum Abschnitt ,,Einfache Gleichungen*

Aufgaben:

6.2.2 Losungen zum Abschnitt ,,Quadratische Gleichungen*

Aufgaben:

(i) 0 G) 0,-9 (k) 0,9 (1) 0,14

1
"4

2. (a) (2a—3)+ (3b—4) =25 (b) (4a — 16)*> + (5b + 5)? = 281
() (V3a—vV2Y?2—(2b—-v3)?=-1 (d) 2z+3y)?—(3a—2b?%=9y>—4b

3. (a) 2,7 (b) —1,-11 (¢) +£12 (d) —4 () 10, -4 (f) 6, —5
(2) i\/f’;l () 0,10 () %i%ﬂ

4. () 5,7 (b) 2,9 (¢) =53 (d) -3,6 (e) —3, -2

5.(a) 4 (b)) -7,8 (¢) 3,7 (d) —13, —11 (¢) —6,7

T AL 00 @1 @ s @ o7 () 12 VP ML
W ST G 2 )2 W) 51 ) T m) 2 () 2
8. (a) gi\/;rl b) -5.4 () —2L6 () —3,%
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6.2.3 Losungen zum Abschnitt ,,Wurzelgleichungen*

Aufgaben:

6.2.4 Losungen zum Abschnitt ,,Exponential- und Logarithmusgleichungen*

Aufgaben:

a) 104 (b) —1.769858 (c) 0.6581139 (d) +32 (e) 2.63901582
f) 6.65685425 (g) 0.2807769 (h) —312

) 2.047818584 (b) 3.783271062 (c) 0.787766061 (d) 6.229213301
e) 0.368482797 (f) —0.8340437672 (g) 2.235069098 (h) 0
)

3 (b) 4 () £3 (d) 1,10 (e) 26.17003393 (f) 13742689.53

4. (a) 5788920482 (b) -8 (c) —é (d) 1135882568 (¢) 0 (f) —1
(k) %72 (1) 3.797097677

| =

(6) —1.73144352 (h) 0 (i) 1 () i

6.2.5 Losungen zum Abschnitt ,,Lineare Gleichungssysteme*“

Aufgaben:
l.(a) z=T7y=5 (b) z=14y=7 (¢c) z=2,y=-1 (d) z=3,y=2
27 26 1
= =2 () r=y= h) z=12,y =1
© e=py=i O ssspy=g @0 0 a=ly-1
(m) =z =2123,y = 0521 (n) =z = 0386,y =0.196 (0) = = -3,y = 2
15 -1
2. (a) z=3,y=4 (b):U:?,y:? (c) z=-1,y=14
-1
d) z2=6y=1 () z=3y=3 () 2=0y=—
37 23 . —4
(
(

Xz
) x=-11,y =14
xr

k) =-lLy=1 () =10,y =20
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3 s=pu="5 B v=oy=o (© by
d z=7y=11 (¢) z=T,y=5 (f) == F Y= o
4. (a) =6,y=5,2=7 (b)) z=1y=22=3 (c)aczg,y:_?Q,z:_?7
d z=1Ly=12=-2,u=3 (e)x:?—gz,yzg—éz
(f) 2=16—-52z,y=-10+4z (g z=-l,y=12=14
6.2.6 Losungen zum Abschnitt ,,Ungleichungen*
Aufgaben:
1 (a) (2,00) (b) (=00,=3) (c) (1,00) (d) (1%7 o) (e) (3, 00)
(f) 16, 00)
7 -3
2. (a) (=00, 5) (b) (5 ,00) (¢) (-00,2] (d) (1,00) () [-3,00)
() (.00 (&) (5 00) (W) (~o0,0)
—-11 -1
3. (a) (—o0, =3]U[-1,00) (b) (—00,0.5]U[4,00) (c) (f’ 5 ) U (2, )
(@) (~o0, 21U, )
L) (00 () (00,8 () [T, 2) @ 0 () (3,00 () 0
5. (a) [-4,1] (b) (=3.5,05) (c) (0, —1]
6. () (2,00 1) 0,2 (© 0,3 @ (0,2 U(0,00) (o) (-0, 2)U

(2,00) () (1.2) (g (-0, 00U (1, 00) () (=2,1 (@) (-o0, )

6.2.7 Losungen zum Abschnitt ,,Betrige*

Aufgaben:
L@ (2,8 0) (-0, UG %) © (4,6 @ 95 () 52
(f) -3,5,1£v2 (g) —2,4 (h) (—oo,é)u(g,oo) (i) (0,6)
() (-, JUB, ) (9 0 () 0.DUI3) () (5,2)UE )
) (-1, 7]
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6.3 Losungen zum Kapitel ,, Trigonometrie*

6.3.1 Losungen zum Abschnitt ,,Dreiecke*

Aufgaben:

1. (a) 0.2617993878 (b) 3.92699 (c) 1.832595 (d) 4.843288674 (e) 0.5460941304
() 225° (g) 15° (h) 297.3650957° (i) 12.60507149° (j) 57.29577951°

a
A c B
(a) Konstruktion des Dreiecks (b) Konstruktion der Mittelsenkrech-
ten auf a
C C
b N
a a
A c A B

(c) Konstruktion der Mittelsenkrech-  (d) Konstruktion der Mittelsenkrech-
ten auf b ten auf ¢
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A

) Konstruktion des Umbkreises (f) Konstruktion der Seitenhalbieren-
den

G

B

(g) Konstruktion der Hohe h, (h) Konstruktion der Héhe hy

\

&\
NY

(i) Konstruktion der Hohe h, (j) Konstruktion der Winkelhalbie-
renden des Winkels a
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A c__ B

(k) Konstruktion der Winkelhalbie- (1) Konstruktion der Winkelhalbie-
renden des Winkels 3 renden des Winkels y

(m) Konstruktion des Inkreises

6.3.2 Losungen zum Abschnitt ,,Trigonometrische Funktionen*

Aufgaben:
1. () a=6cm,b=25cm,c=65cm,a =0674° =226 v = 90°
(b) a = 280m, b = 360m, ¢ = 456.07m, a = 37.9°, f = 52.1°, v = 90°
(¢) a=24.8m,b = 342m,c = 42.26m, « = 35.9°, § = 54.1°, v = 90°

(d) a = 4Tm,b = 36.7m,c = 59.6m,a = 52°, 5 = 38°, 7 = 90° (e) a =
471m, b = 24.5m, c = 53.1m, a« = 62.5°, f = 27.5°, v = 90° (f) a = 120m, b =
138m, c = 182.9m, a = 41°, 8 = 49°, v = 90° (g) a = 3.4km,b = 5.d4km, c =
6.4km, a = 32°, 8 = 58°,v =90° (h) a = 158m,b = 18.46m, c = 24.3m, a =
40.6°, 8 = 49.4°, ~ = 90° (i) a = 40.55cm, b = 39.2c¢cm,c = 564cm, o =
46°, f = 44°, v = 90°

2. (a) a=6cm,b=8cm,c =10cm, a = 36.9°, 3 = 53.1°, v = 90°, p = 3.6cm, ¢ =
6.4cm, he = 4.8cm (b) a = 42Tm,b = 45m,c = 62m,a = 43.5°, 3 =
46.5°, v 90°,p = 29m,q = 33m,h. = 3.1m (¢) a =8m,b = 1504m,c =
17.04m, o = 28°, 8 = 62°, v = 90°, p = 3.76m, ¢ = 13.3m, h, = 7.06m
(d) a = 114lem, b = 3.7lem,c = 12em, a0 = 72°, 0 = 18°,v = 90°,p =
10.85¢em, ¢ = 1.15¢em, he = 3.53em () a = 9.61m, b = 10.86m, c = 14.5m, a =
41.5°, 0 = 48.5°, v = 90°, p = 6.37Tm, ¢ = 813m, h, = 72m (f) a = 1ldem, b =
25.8cm, ¢ = 29.35¢em, a = 28.5°, 3 = 61.5°, v = 90°, p = 6.68cm, q = 22.68cm, he =
12.31cm

3. (a) a = 586m,b = 58.6m,c = 55.02m,a = 62°, 08 = 62°,y = 56° h, =
51.74m, Flicheninhalt = 1423.44m* (b) a = 452m, b = 45.2m, ¢ = 68.23m, a =
41°, B = 41°, v = 98°, h, = 29.65m, Flicheninhalt = 1011.58 m?

(¢) a = T7713m,b = 77.13m,c = 1248m,a = 36°, 5 = 36°,v = 108°, h, =
45.34m, Flicheninhalt = 2829m? (d) a = 7.63m,b = 7.63m,c = 9.76m, a =
50.25%, f = 50.25%, 4 = 79.5°, h, = 5.87m, Flicheninhalt = 28.63 m?
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() a =654m,b = 654m,c = 54.7Tm, a = 65.28°, f = 65.28°, v = 49.44° h, =
59.41 m, Flicheninhalt = 1624.77 m>

4. (a) Flicheninhalt = 69.28cm?  (b) Flicheninhalt = 73.72m?

D.
tan(a) = sin(«) tan(a) = 1 —cos*(a) 3
V1 — sin?(a) cos(a) VT
6.
sin(a) = tan(«) 3V3
V1 + tan?(a) V28
7.

1 3v2
V1 + tan?(a) VT

cos(a) =

8. (a) sin(a) (b) cos(a) (c) sin(a) (d)

() 1+ tan’(a) (g) sin(@) (h)

cos(«)

9. (a) a=45em,b =57cm,c =536cm,a =47.89°, 5 =70°,v =621° (b) a =
4dem, b = 8.33em, ¢ = 5em, a = 19.8°, = 135.2°, v = 25°  (¢) a = 4.07cm, b =
6.8cm,c = 6.2cm, a0 = 36.1°, 5 = 80°, v =63.9° (d) a = 75em,b=>5cm,c=
414em, o = 110°, f = 38.8°, v = 31.2° (e) a = 3.7em, b = 9em, ¢ = 5.8cm, a =
14.8°, 8 = 141.5°, v = 23.7° (f) a = 6.6cm, b = 3.6¢cm, c = 8cm, a = 54.6°, f =

26.4°, v = 99°
10. (a) (1 = 64.7°, v = 80.3°, ¢; = 5.67cm; P2 = 115.3° 79 = 29.7°, co = 2.85¢cm
(b) a3 = 68.8°, 71 = 81.2°, a7 = 7.83cm; ay = 51.2° v = 98.8°, a3y = 6.54cm
(¢) a1 = 51.4° (1 = 95.1°, b1 = 10.83cm; ay = 128.6°, B2 = 17.9° by = 3.35¢m
(d) a1 = 56.8°, 81 = 73.2°, a1 = 6.11em; ay = 23.2° B = 106.8°, ag = 2.89cm
() a1 = 75.5° v = 50.5° ¢1 = 5.34cm; g = 104.5° v9 = 21.5° ¢co = 2.53cm
(f) a1 = 66.1°, 51 = 64.9°, a1 = 6.06cm; ag = 15.9°, B2 = 115.1°, ay = 1.82¢cm
11. (a) a =41.4° 8 = 55.8°, v = 82.8° (b) a = 26.4°, 8 = 117.3°, v = 36.3°
(©) a=1024° 3 = 314°% 7 = 46.2° (d) a = 64.1°, 8 = TLT°, v = 44.2°
12. 4 cos®*(a) — 3 cos(a)
6 1 6 1 3 2 3 2 4+/2
\/3» 6 3 6 6 3 6 3 9
3 -7 1
f) — — h) =
0 2w Lom
14. (a) 2 cos(45°) cos(a) (b) 2sin(60°) cos(e) (c) —2sin(60°) sin(a) (d) cos(a) cos(f)

H Harz FB A/I Vorkurs Mathematik



78

6. Losungen

15.

tan(a + B) =

cos(8) sin(8) cos(a)
cos(B) + cos(a) cos(B)

__ sin(a) sin(B)
1 cos(a) cos(f)

tan(a) + tan(f)
1 — tan(«) tan(f)

sin(a) cos(B)  sin(B) cos(a)
a) cos(B) cos(a) cos(B)

sin(a) sin(f)
L+ cos(a) cos(B)

tan(a) — tan(f)
1 + tan(«) tan(3)

2 tan(w)

tan(2a) = 1= tan’(a)

6.4 Losungen zum Kapitel ,,Vektoren*

6.4.1 Losungen zum Abschnitt ,,Grundlagen*

Aufgaben:

1. (a) AD (b) CG,AE,BF (c) FE (d) BG (e) AB

keiner

Die Pfeile AB und FE gehoren zu Vektoren, deren Richtungen entgegengesetzt sind.

2. (a) QGI7T) (b)) QUO[-4) (c) Q(48]6)
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6,25 T
4t
5 \
3757 27
257 0 | | |
0 25 5 75 10
1,25 )
0 1 1 1 ‘ 1
0 125 25 375 5 6,25 4=

1

w
—~
&

Q

Il

N\
L =
~~_
=
l
Il
N
|
L~
'
—~

o
S~—
Q

Il

/
o |
—_
N~ —
&
QY
Il

(&)

() Q=363 (b) Q=(07-1) () P=(6B31) (&) P=(-1]—3-2)

. b= AyA = AzAy
144 = A2As  ,  d = A4A1 = A3A
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MiA] = AsM; = M3Ay = Ashy
= M4A4 = AQMQ = M2A3

S QY
I
s
K
=

= MyA; = AyMy = MyAy = Az,
i = MMy = MyMs , j = MyMy = M3M,
k = MMy = MyMs; , | = MyMy = MsMs

Entgegengesetzte Vektoren sind:

@ und b , E'undcf, é’undf, g’undl_i , ;undf , kund [

Vektoren mit gleichen Betrégen:
lal = [o| e =ld , lel =1fl , Igl =I[n[ » Nl =1ls]

6. 6 unterschiedliche Verschiebungen durch die Kanten, 12 unterschiedliche Verschiebungen
durch die Diagonalen der Seitenflchen, 8 unterschiedliche Verschiebungen durch die Raum-

diagonalen und die identische Abbildung des Raumes: 27.
7. Py(416), P5(0[2), P1(~2(0), P5(0] = 5), P5(3| — 1), Pr(—4| - 2).
R
5+

N

(@)

|
SOl

5
8. (a) —¢ (b) m (¢) F—§ (d) 0
9. (a) f:%E’ b)) T=d-7
5 0 4
5
10. (a) (b) -3 c) | 0 d | o (d)
( -1 ) 4 0 2
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A . (3 L (-3 -3 3
e (3 (1) () e () W ()
0 0 -3 0 0 9 .
@ (5) @ (3) @ (3) o(7) @ (g) o (3)sem
Vergleich der Vektoren von (a) und (e) bzw. (d) und (f) zeigt sich die Kommutativitét
bzw. Assoziativitét der Addition von Vektoren.

3 3 0
1
12. (a) -3 (b) 1 (c) (d) nicht moglich  (e) -5
0
o (1) o
0

N O Ot

- (3) 0 (3

13.

27

14. (a) a==£1 (b) a::t\/g (¢c) a=0 (d) a==+1

15. v51 bzw. \/(bl — a1)2 + (bg — a2)2 -+ (bg — a3)2

i@ i@ ()

17. (a) a1 + a2 (b) 241 —2a> (c¢) 3ai —2ax (d) —3di + 2d3

—

16. () 25 (b) %55_ 5

b () >

N | —

T+

| ot
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18. (a) 0 (b) —104 (c) 2 (d) —50 (e) 27

19. (a) 1159 (b) 0 (c) —849 (d) —0.26

8]
I

20. (a)

—
=
8
I
TN N
| o
[u—
\_/\_/
+
~
N
[ S
~_
N
I
t
8
\
—_
—

—
&
STl
Il
~
N
|
I
<
Il
|
)
8

—
(@)

S~—

S
I

—
2
81

I
/\/—\
—
N~
+
~~
N
|

“ 4
N
1
‘I
w

S
no
~| 8

1 0 -1 1
21. (a) & = 0]+t 1 (b)y & = 05 | +t| —05 (c) & =
() () oo ) ()
3 —2 1
o | +¢| o d) 7=t
1 (2 -1
1 2
22. (a) ¥ = 3 +t| 1 , Aeg , Bdg , Cceg
-1 1)
0 1
(b) &= 1 +t 2 , Aeg , Beg , Cédyg
() ()
1 -1
(¢c) ¥ = 2 +t 0 , Adg , Beg , Ceg
—2 —1

23. Es reicht zu zeigen, dass jeweils zwei Punkte beide Gleichungen erfiillen:
(a) Die Punkte P(1|6) und Q(3|14) erfiillen beide Gleichungen.
(b) Der Punkt P(3|4) erfiillt nur eine der Gleichungen, damit gehtren beide Gleichungen
zu verschiedenen Geraden. (¢) Die Punkte P(1|3) und Q(3|—1) erfiillen beide Gleichungen.
(c) Die Punkte P(3]0]1) und Q(2| — 1|3) erfiillen beide Gleichungen.
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6.5 Losungen zum Kapitel ,,Differential- und Integralrechnung*

6.5.1 Losungen zum Abschnitt ,,Funktionen*

Aufgaben:

1. (a) Steigung = 2, Winkel = 63.4°

(b) Steigung = 0.4, Winkel = 21.8°

—2
(c) Steigung = 3 Winkel = 326.3°
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N

(d) Steigung = 1.5, Winkel = 56.3°

a) gz) =x+3,n=-3 (b) gl =

( ;+Qén:—4 (c)3g(x):3,n:0
(d) g(z) = -4z -4, n=-1 (e g(m):—§x+1,n:§
3. (a) Schnittpunkt = (—0.5/0.5) (b) Schnittpunkt = (—0.5| — 4.5)
4. (a) N%llstellen x1 = 2, x3 = —4 , Scheitelpunkt = (—1| —3) , Schnittpunkt
= 0D
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(b) Nullstellen 27 = —4 , z9 = —4 , Scheitelpunkt = (—4[|0) , Schnittpunkt
= (0]-4)
(c) Keine reellen Nullstellen , Scheitelpunkt = (3|3) , Schnittpunkt = (0/12)
3 3 -1 1
) _ _ 2.2 9 _—t 2 1
5. (a) y=T72"+22x -3 (b) vy 5% 5% (¢) vy 5 ¥ 2:E+3
6. (a) Schnittpunkte: (1|2) und (0[1) (b) Schnittpunkte: (0]1) und (1j0) (c) Schnitt-
1 1
punkte: (00), (5 - \/252 — g\@) und (5 + \/252 + g\@) (d)  Schnittpunkt:
(9]18)
7. (a) y=075-4" (b) y=2-15 (¢) y=-1-05° (d) y=05- 5
() y=5-0.1"
8. (a) (=00,0) (b) (=1,1) (¢) (=00,1) (d) (=00,0) U (0,00) (e) R
(f) (0,00)
9. (a) logy(9) (b) logys(6) (c) Gleichheit (d) logs(4) (e) log%(f))
(f) Gleichheit
10. (a) (10%00)  (b) (—o00,(~=1) - 10°) (¢) (10%,00) (d) (10%,00) (e) (1,00)
(f) (0,1)
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6. Losungen

() lm f@) =0 (b) lm f©)=3 () lim f() =oo . lim f(z) =

oo (d) lm f(@) = -0 ., lm f(x) =oc0 () lm fx) =0

(f) lim f(z) = o0

Tr—00

12 () lm f@) =1, lm f@)=-1 () lm f(r) = oo |
€l f@) =0 @ lm @) =0
B@ 6 )1 ©6 @ & (@4 B4 (g

6.5.2 Losungen zum Abschnitt ,,Differentialrechnung*

Aufgaben:

1. (a) f'(z) = —22° + 22 — 4z — 272 (b) f’(a;):3a2x2—2\/l;x+%c

(¢) fl(x) =102 -9 4424273 (d) f'(=

1 (f) flla)=—22+50 542242273 (g flz) = 3x2+g

lim f(z) = —o0

T— 00

-3 -1 =5
—x2 —2x3 —4x73

() f@) = 4ae® —dach ) o) = St~ 20 () fl@) =2+ 60
0 f@)=cat ) f@o)= oot - oo m) fa)= "

) f(z) = %r sin(z) + 2% cos(z) (o) f(z) = In(5)57 + In(2) 2"

(0) (@) = cos(a) (@) + T2 () fa) = 2w cos(a?) () f(x) = 22 sin(a?)
© S =2@ =0T O @ = o T W S =
2sin(a) cos(@)  (v) F@) = O eos(@) (W) Fla) = 5 eos(D)  (x) fla) =

In(7) z
2 () @) =na" "t @) == D ) = =) (-2 e
I = 57 S0 = g ) = e
© 1) = = o) = == - = ) = - (i“’”ﬁ)g
3a°
V(1 — 22)°
@ @) = gt e ) = e b s @) = g
(1 fiwx 4
(e) fl(x) = —2cos(l —2z), f'(z) = —4sin(l — 2z), f"(z) = 8cos(l —2x)
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™ 3 7
F — -3 F _ 2.5 _ 7 .3
(d) F(r) g7t (e) F(x) P2 g T3y -ate
3 3, B3
(a) F(w)=?+5x+c (b) F(m)zﬁx +c¢ (¢ F(t)—§+1t +c
4 2
(d) F(z) = §x3 —22° 4z +c (¢) F(zx) = gx% — 2% + ¢ (f) F(a) =
9 5 a 13 2 3 x?
6a°—8a—2a’+—+c (g F(x) = 5 —b5x—22"+c¢ (h) F(z) = TO—aaH—c
5 3 z _a
(i) F(x):2x+§+%—% ¢ () Fa)=152+c (0 Fl) =

6.5. Losungen zum Kapitel ,,Differential- und Integralrechnung* 87
1 1 2
£ / _ " — m _
(g> f,(l') — 7e—w’ f”(ZC) — e—m7 f’”(CC — _¢ %
(h) f'(z) = 102 — 42, f'(2) = 402 — 1227, f"(2) = 1202% — 24z
. (a) 0.463647609 (b) 1.373400767 (c) 0.8241197552 (d) 0.1432808941
. (a) Lokales Minimum bei z = 1 , monoton fallend im Intervall (—oco,1) , monoton
steigend im Intervall (1,00) , keine Wendepunkte
(b) Keine lokalen Extrema , monoton steigend im Intervall (—oo,00) , Wendepunkt
beiz =1
(c) Lokales Maximum bei z = 6 , monoton fallend im Intervall (6,00) , monoton
steigend im Intervall (—oo,6) , Wendepunkte bei z = 0,4
(d) Lokales Minimum bei x = 2 , monoton fallend im Intervall (—c0,0) , monoton
steigend im Intervall (0,00) , keine Wendepunkte
(¢) Lokales Minimum bei z = = , lokales Maximum bei z = — , monoton fallend
in den Intervallen (—oo,—1) und (1,00) , monoton steigend im Intervall (—1,1)
Wendepunkte bei x = —v3,0,V3
1 _
(f) Lokales Minimum bei x = 3 lokales Maximum bei z = — , monoton steigend
in den Intervallen (—o0o,4) und (16,00) , monoton fallend in den Intervallen (4, 10) und
(10,16) , keine Wendepunkte
6.5.3 Losungen zum Abschnitt ,,Integralrechnung*
Aufgaben:
_ 2 9 _ .3 2
L) Fa)= 5 +c¢ () Fl)=7+7+cl) Fla)= — -5 +20+c¢
22
d) Fla) = 2a®>+2a+c¢ () Flz) = \Sﬁxi te (f) F(z) = gﬂ +e ()
b 1 4
F(z) = %:v?’ +oa’+er+d (W) Fl)=ga®—cate () Fa)=ya+e
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6. Losungen

88
— — a _.',U2
L) 6 (b) TN (@) =2 (@) 2743822867 () & () -
(h) % Q) % () =3 () 0 (I) existiort nicht (m) 2.896361676

(n) —0.5877866649

5. (a) %6 (b) 3.771236166
6. (a) g M) 12 () %
T ) () o

Vorkurs Mathematik
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22 (e) 2.612789059

0.3862943611
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