Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet FHT Esslingen
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REIHEN

§1. Definition und Konvergenz

Definition (unendliche) Reihe

o0
s=aqyta,+ay+...+a,+...= X a;, a €R
k=1

Beispiele

) S hk=1+2+3+4+..

k=1
2) gl:d+l+l+m
k=1k 3
3) §§—¥%€::1+-1 + 12-+ 13-+.“
k=110 10 10 10

4y (=DF =1-1+41-1+...
k=1
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Definition

Eine Reihe 1st konvergent gegen die
Reithensumme s wenn die Folge ihrer

] n
Teilsummen s, = ¥ a; den Grenzwert s
k=1

besitzt.

Beispiel

11 1

>
k=110F 10 102

Ubung

Untersuchen Sie die Konvergenz der
Reihen 1n den Beispielen 1, 2 und 4.

Beispiel 5 die geometrische Reihe

b

g/ <l= > " =1+q+q°+..=
k=0 l1—q
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Konvergenzkriterien

00)
Satzl I a; konvergent = a, — 0.
k=1

Anwendung Beispiele 1-5

Satz2 fiir alternierende Rethen (Leibnitz)

Ist a;, eine monoton fallende Nullfolge ,
dann 1st die alternierende Reihe

> (—l)k -a;, konvergent ; der Unterschied
k=1

zwischen dem Grenzwert s und der
Teilsumme s, ist kleiner als a, ;.

"Formal’ gilt somit:

o0
a; N 0= X (—l)k-ak =8, |s—s,/<a,,
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Beispiel 6

die alternierende harmonische Reihe

o0 1
k:I( ) k

Absolute Konvergenz

Definition

o0 0]
> ay ist absolut konvergent, wenn ¥ |a; |

konvergent 1st.

Beispiele

a) Die alternierende harmonische Reihe 1st
konvergent aber nicht absolut konvergent.

b) > (—l)k Lz ist absolut konvergent.
k=1 k
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Konvergenzsatze

(1) Quotienten- und (2) Wurzelkriterium

k—o0

25
dj

k—o0

Fir g = g oder g = gy gilt:

(aA)g<l= > a, 1st absolut konvergent

(b)g>1= 5 a, 1st divergent

(c) g =1= keine Aussage moglich

Beispiele

s 1kF S 25k s 2k ke
k=1 k=1 k=1
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82. Potenzreihen

Definition

Potenzreithe mit Entwicklungspunkt x, und
Koeffizienten a,.

* k
X ap-(x—xp)" =
0

= a +a1-(x—x0)+a2-(x—x0)2+...

Beispiele

o0
1) = =1+ x+xt 40+

k=0
2)

(-1 (x—1)**
k=0 (2k)!

VI T
=1 =1 =D
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Satz

Eine Potenzreihe konvergiert im
Konvergenzintervall [ =(xy—r, xq+7).

Fiir den Konvergenzradius gilt°

a
r=lim|—%*| oder = lim ——
k;»w1/

k—>o0

A1

Beispiele (Konvergenzintervalle)

o0
1) = =1+ x+x? 40+
k=0
Losung:
Clk | . e
r = lim = lim-=1. Somit liegt
k—>ooak+1

Konvergenz im Bereich (—1,1) vor. An den
Randpunkten x = £1 1st die Reihe nicht

konvergent.
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2) § (6D

k=0 (2k)!
Losung:
_1\k |
r= lima—k: lim (=1) -[2(k+1)]' =

k—>oay.; ko (2k)! (—l)k+1

o 2Nk +1)(2k+2)
k—>»o0 (2]()'

o0

Somit ist die Rethe im Intervall (—o0,0),
d.h. fiir alle x € R konvergent.

§3. Taylorreihen

Satz von Taylor

Die Funktion f(x) besitzt der Stelle x
Ableitungen bis zur Ordnung » +1.

Dann gilt die Taylor Formel
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)
fy= 8 L0 R, ()
k=0 k!

Das Restglied R, (x) hat die Darstellung:

(n+1)
Ry(v)= ) (xx

Folgesatz

Ist f(x) beliebig oft differenzierbar, dann
besitzt die Funktion eine Taylor Reihe

% (k)
fo= 5 100 oy

k=0 k!
Der Konvergenzbereich dieser Reihe ist

K={xeR/ lim R, (x)=0}.

n—ao
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Beispiele

1) e*, cosx,sinx; x5 =0

2) f(x)=Inx, x5 =1

Ergebnis:
Inx= % -(x—l)k,xe(0,2]
k=1

3) /(X)) =(1+x)%, % =0; (acR)
Ergebnis: Die binomische Reihe

, o (a g a(a-1) »
(1+x)" =% X =l4+ax+ X+

k=0\ k 21

wobel

aj a(a—1)(a-2)..(a—k+]1)
k) k!

Binomialkoeffizienten genannt werden.
Ubung: Taylorreihe fiir a =1/2.
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84. Rechnen mit Potenzreihen

Satz1

Gerade (ungerade) Funktionen besitzen
Potenzreihen mit geraden (ungeraden)
Potenzen.

Beispiele: trigonometrische Funktionen
Satz 2 (Ableiten und Integrieren)

Jede Potenzreihe 1st im Inneren ihres
Konvergenzintervalls:

- absolut konvergent,

- beliebig oft gliedweise differenzierbar,

- beliebig oft gliedweise integrierbar.
Die Potenzreihen der Ableitung und
Stammfunktion haben dasselbe
Konvergenzintervall wie die urspringliche
Potenzreihe.
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Satz 3 (Substituieren)

k
o0
> a;-u konvergent fiir [u|<r

k=0
U
k

5 ar[u(x)] konvergent fir {x/ ju(x) < r}
k=0

Beispiele

1) sin x, BLENN
1—x

9
1+x2

2

2) G(x)=e " dt , Fehlerintegral (GauB)

O —

Satz4 (Elementare Operationen)
- Addition

- Multiplikation
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Sapx” || T hxt |= 32| £ ab,;|'x
k=0 k=0 k=0\n=0

Beispiel

1
(1-x)*

J(x)=

- Division
wird auf die Multiplikation zurtickgefiihrt:

© k
> akx "
k=0 = X Ckxk =
© kK k=0
2 bkx
k=0
o0 o0 o0
( 2 bkxk)( > Ckxk): > akxk
k=0 k=0 k=0
Beispiel

Die Potenzreihe von f(x)=tanx:
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Losung:
Ansatz:
f(x)=tanx=cy+cx+ 02x2 + c3x3 +...
f(x) ungerade = cy=cy,=¢c4=...=0

SIn x :
f(x)=tanx = <> tanx-cosx =sinx <

COS X

(c1x+c3x3 +esx” +...)(1—;x2 +21—4x4 + j =

1 1
X=X+ —x"—...

6 120
Der Koeffizientenvergleich ergibt

1 3 2 5
X)=tanx=x+-x"+—x" +...;
S (%) SRR

4
2

x| <
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