Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet Hochschule Esslingen

I) MATRIZEN

Motivation:

1) Speichern geometrischer Daten: Punkte,
Vektoren.

2) Lineare Gleichungen

V1 =ap1X T appXxy +ap3Xx;
Yoy =ap1X) T AppXy + dy3X3

Koeffizienten

a;j i - te Gleichung (Zeile),i=1,2,3,....,m
j - te Variable (Spalte), j =1,2,3,....,n

Definition m x n Matrix

Matrix mit m Zeilen und n Spalten = Zahlen-
schema
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(ay ap,
A(m,n) = , a €R
\4ml D )
Praxisanwendungen:

1) Losen von linearen Gleichungssystemen
2) Geometrische Transformationen

Der Formalismus:

y=A%x
/}ﬁ\ (an fe %n\ /M\
\}%uqu) \Dm1 amn)Omn)kxn)QgD
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Beispiele von Matrizen
Beispiel 1: Schnitt zweier Ebenen
X1 + X9 + 2X3 =4

—3.7C1 +%X2 —X3 =7/

( NER
1 1 2 ] 4
x —
IR R
\ 2 )\x?,)

Beispiel 2: spezielle Matrizen

a) Die Einheitsmatrix

t
S
1

\() lj(n,n)
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b) Die Nullmatrix

m,n

0 - O/(m,n)
¢) Reelle Zahlen € R als 1x1 Matrizen

(7 )(1,1)
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Rechnenregeln

1) Gleichheit

Apn=Bpg>m=prn=qnra;=b;Vi,j

2) Multiplikation mit einem Skalar

§ € Ra Am,n

(all Cll A

\%m1 " Gpun)

(Sall Saln\

\Saml
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Fir s =-1
( —d e Ay, A
(=1) A.n = '
\ "%l “An )
Rechenregeln:
(1) sd=As

(2 p(q4)=(pq)4
(3) 04 =0,, ,, Nullmatrix
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3) Die Addition / Subtraktion:
funktioniert nur wenn beide Matrizen die glei-
che Anzahl Zeilen und Spalten haben.

/6111 An \ /1?11 by, )

. N . . _
\%m1 " Ypun) \bml bmn/
(all‘l‘bll aln‘l‘bln A
\ 9ml +bm1 Tt Ay +bmn)

Elementweise Addition:

Subtraktion:

Am,n _Em,n — A_'_(_I)B = (al] _bl] )m n
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Rechenregeln:
A+B=B+A4
(4+B)+C=A+(B+C)
A+0=A4

A+(-4)=0

1-4=A4
p(A+B)=pA+pB
(p+q)A=pA+qA
Bemerkung:

Diese formalen Regeln der Operationen mit
Matrizen sind dhnlich wie die entsprechenden
Regeln der Vektorrechnung.

Deshalb konnen Matrizen 1im abstrakten Sinne

auch als "Vektoren" eines abstrakten "Vektor-
raumes' aufgefal3t werden .
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4) Die Multiplikation von Matrizen

Cmn=A4Amk " Ckn
wobel
k
cij = X aipbp
p=l1

d.h. das Element cif der Produktmatrix ist das

Skalarprodukt der Zeile i von 4 mit der Spalte
j von B.
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Das Falk Schema

5 2 -6
1 1 1|=8
2 3 0

11 4 -9
=C
(22 12—26)
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Beispiele fiir die Matrixmultiplikation

1) Produkt moglich

2) Produkt nicht moglich
3) Quadratische Matrizen
4) Rethenfolge

A=(1-1 3),B=|1

5) Nullteiler

)

6) Potenzen
(10 1)

A=1010| A"=? (afg:n)

7) Symmetrische Matrizen

8) ay = £(i,))
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Rechenregeln

1) (A4A)B = A(AB)=A(AB).
2) AB#BA

3) (AB)C=A4(BC)=4BC
4) A(B+C)=A4B+AC

(1 .- 0)
5 AE=EA=A4, E=| 0 -. 0
\0 1)

Hausaufgabe: Aufg. 6,8,10-13,16 BzM 2

Transponieren

Definition: Zeilen mit Spalten vertauschen

A=(ay)=> 4" =4'=(a;)

Rechenregeln

1) (4+B) =4" +B'
) (A7) =4 3) (4B =BT 4"
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Anwendung der Matrixmultiplikation bei li-
nearen Abbildungen

Definition:

Lineare Abbildungen L : R? — R? sind defi-
niert als

y=L(x)=A4-x

wobei A4 eine 2x2 Matrix istund x, y € R?

Beispiele

Geometrische Transformationen der Ebene
wie Rotationen, Spiegelungen, Streckungen
usw. werden durch lineare Abbildungen

L:R? = R? beschrieben.
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Spiegelungen

an der x-Achse haben als Transformationsmat-
rix

(o

Rotationen

um den Ursprung O(0|0) mit Drehwinkel ¢

haben die Drehmatrix
COS —sin

R=|" P @
SIn@ COS @

Bei1 der Verkettung von geometrischen Trafos
werden die Matrizen multipliziert.

Lineare Algebra Seite 14/ von 49 Folien



Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet Hochschule Esslingen

Beispiel

Gegeben sind A(0|0), B(0|1),C(1|1).
Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte
des Dreiecks ABC nach:

a) einer Rotation um O(0|0) mit ¢ =7 /4.

b) einer Spiegelung an der x-Achse.

c) der Rotation a) gefolgt von der Spiege-
lung b).

d) Trafo b) gefolgt von a).
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II) DETERMINANTEN

Definition 4 =(g; ;),1<i,j<n.

Entwicklung nach der Zeile i:

_ i+]
det(A) — JEI ai,j (_1) Ui,j

Entwicklung nach der Spalte j:

=1

wobei U j die Unterdeterminante ist, in der

die Zeile i und die Spalte j entfernt wurden.

Bemerkungen

1) ,Rekursive’ Definition (n=2, 3, ...)
2) Sarrusregel als Alternative nur fur n=3.
3) Schachbrettregel fiir die Vorzeichen
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Beispiele:

[U—
|
ek

o © = O

2
0
1
1

—1
—1
1

0 2
0 1
2 1

Hochschule Esslingen

1 -1 2
1 -1 1.
1 1 1

Entwicklung nach der 2. Zeile. Ergebnis = 4.

2) BzM 2: Aufgaben 20a, 18b, 19¢

3)

Satz: det(A-B)=det(A)-det(B)

Hausaufgabe: BzM 2, Aufg. 20b, 18c, 22, 23

Lineare Algebra
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[IT) DIE INVERSE MATRIX

Definition: 4-inv(A)=inv(A)-A=FE

Bezeichnung: inv(A) = A7

Satz: Wenn A cine quadratische Matrix ist und
det(A) # 0, dann ist die Matrix invertierbar.

Bemerkung:
Matrizen mit der Eigenschaft det(A) # 0 wer-

den regulare Matrizen genannt; wenn
det(A) = 0 ist die Matrix singulér und nicht

invertierbar.
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Die Berechnung der Inversen fiir 2x2 Matrizen

A= , A =7
c d

Beispiel

L.Osung:

1 0 2 -1
A-A7" = = 17
0 1 1 3)\z t
2x— z 2y—t 1 0
= = —
x+3z y+3t 0 1
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2x—z=1 (x= 3/7
2y—1t=0 y= 1/7
m— > ... =>4
x+3z =0 z=-1/7
y+3t =1 t= 2/7
Ergebnis:
A_lzl 3 1
o AN B
Probe:

Lineare Algebra Seite 20/ von 49 Folien



Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet Hochschule Esslingen

Berechnung der Inversen fiir 2x2 Matrizen:
a b _q 1 d —b
A= , A = .
c d det(4) \—¢c a

Berechnung der Inversen fur nxn Matrizen mit
dem Gaul3 Algorithmus * (optional)

Verfahren:

(A:E)~---~(E :inv(4))

Beispiel* (optional):

(2 1 -1)
A=|0 2 1|; 4'=2
5 2 -3,

Die Zeilenoperationen sind in den eckigen
Klammern angegeben.
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(2

1 -1
2 1
2 -3

1 -1
2 1
1 1

|

2 1
0 -1

1 0
2 0
0 1

Lineare Algebra

:—10 2 4

1 0 0

Hochschule Esslingen

L0 1 0|~ [Z3—>521-273]

0 0 1,

1 0 0)

10 1 0|~[Z3—>273-272]

5 0 -2,

1 0 0)
010/~
1-10 1 4

11 -1 —4)

10 -1 —4
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Hochschule Esslingen

20 0 116 -2 —6)
01 0:-5 1 2|~[21>21/2]
00 1:10 -1 -4,
1 0 0 8§ —1 -3
01 0:-5 1 2|
0 0 1: 10 -1 -4,
Ergebnis:

(8 —1 =3
AT =5 1 2|

(10 -1 -4,
Probe: AA ' = A A=E
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Rechenregeln

5) Ax=b=x=A""b

6) xA=b=>x=bA"
| N

7 A = A

) det(A)()

Anwendungen der Inversen

1) Losen von LGS

2) Losen von Matrixgleichungen
3) Berechnung von geometrischen
Transformationen.

Hausaufgabe: Autg. 36, 37, 46
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IV) LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME
(LGS)

Definition:

LGS mit m Gleichungen, n Unbekannten
x;, k=1,2,...n und Koeffizienten

a,b;:i=12,...m; k=12,...n:

(all.xl_l_alZ.xZ +°"+Cl1n -xn :bl
azl'xl‘l‘azz'.Xz +“'+a2n -xn :b2

000000000000000000000000000000000000000000000

Matrixdarstellung:

n

/all Cll A /Xl\ /bl\

D1 0 A ) \ X)) \ Dy
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A-x=>b

A = m x n Matrix, )_CER”,Z_?ERm

§1. Die Losung durch Gaul3 Elimination

Durch elementare Umformungen der erweiter-
te Systemmatrix 4 = (A b) wird die System-
matrix A auf eine Dreiecks- oder Trapezform
gebracht (je nach Dimension). Das zugehorige
aquivalente gestaffelte System ist durch Sub-
stitutionen leicht 10sbar.

Elementare Umformungen sind lineare Kom-
binationen von Zeilen der Matrix 4 = (A4 D).

Sie werden mit dem Symbol ~ bezeichnet.
Spaltentausch 1st auch zulassig.
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Beispiel 1:

(2.7(:1 + X2 — .X3 =1
4 2X2 + X3 =7
\le + 2X2 — 3)63 =()

Losung:
(21 —1:1)
A=10 2 1:7 |~[Z3—>5Z1-2Z3]

5 2 =310,

(21 =1 :1)
02 1 :7|~[Z3—2Z3-272]
0 1 1 15

2 1 -1 1 1)
0 2 1 :7
0 0 1 3
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Das entsprechende gestaffelte System 1st von
‘unten nach oben’ 10sbar:

:>.X3:3
Z>X2:%(7—X3):2

:>.X1 :%(I—XQ +X3):1

Beispiel 2:

(2x; +3xy +7x3+4x,= 6
X1—2X2 —4X3 +5X4 =—1]
4X1 + 3X2 — X3 — 2.X4 = 0

6x] +5xy) + X3 —=Txy= 2

Losung:
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(1 -2 -4 51 -1\
2 3 7 4% 6
4 3 -1 =21 0
6 5 1 -7% 2

(1 -2 -4 5% -1
0 7 15 -6 8
0 11 15 -22% 4
0 17 25 -37% 8,

~[S2 <> S3]

(1 -4 =2 5% -1
0 15 7 -6} 8
0 15 11 -22: 4
0 25 17 -37% 8,
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(1 -4
0 15
0 15
0 75
(1 -4
0 15
0 0
0 0
(1 -4
0 15
0 0
0 0
(1 -4
0 15
0 0
0 0

Lineare Algebra

-2
7
11
51

5: —1)
—6 1 8
~22 1 4
~111 ¢ 8
5: 1)
—6 1 8
~16 : —4
~811-16,
5: —1)
61 8
4t ]
._16/
5: 1)
—6 1 8
—4 1]
~17% 0,

Hochschule Esslingen
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Das entsprechende gestaffelte System:

— X4 =0 .
(siehe Spaltentausch)
— X2 =—1
1 15
> x;=—8=Txy)=—=1
3 15( 2) 5

= x; =—1+4x;+2x, =1.

Beispiel 3:

-

xl —6X2 +4X3=1
43)(?1 —4x2 + SX3:1

2x1 + 2XZ + X3 =1

\

Losung:
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(1 -6 4:1)
3 -4 511
2 2 1%,
1 -6 4
~10 14 -7
0 0 0

(1
0

0
1)
-2

Hochschule Esslingen

1)

-6 4 1)
14 -7 : =2
14 -7 —1)
=0=1"1

Das System fiihrt zu einem Widerspruch und

1st somit nicht 10sbar.

Beispiel 4:

-

X1

le + 2X2 +

.

Losung:

Lineare Algebra

8X2 — 3X3 =1
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1 8 -3:1) (1 -6 4: 1)
3 -4 511(~|0 —28 14:i-2
2 2 1:1) (0 -14 7 -1,

(1 -6 41 1)
~l0 14 -7 1]
0 0 0:0)

Das System 1st unterbestimmt und durch Ein-
fiihrung eines Parameters losbar:

X3:f:>

Xz :i(1+7t):>

X1 :1—8-i(1+7t)+3t:§—t
14 7
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= 3()=|x, |=| 1+76)/14 |=
X3 /) ! J
(3/7Y (-1
= X(t)=| 1/14 |+¢-|1/2 |, teR.

.0 ) U1l

Das System hat somit oo Losungen, die auf ei-
ner Gerade liegen.

Beispiel 3:

( Xl — SX2 =35
9 xl + 2X2 =4
2x1 — 3X2 =9

.

Losung:

Das System 1ist liberbestimmt.
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(1 =515) (1 =51 5 (1 =5% 5\
1 214|~|0 7i-1|~|0 7:i-1
2 -3:9) o 7:-1) o 0% 0

Die Losung ist:

x2=—52>x1=5—;=7.

§2. Rang einer Matrix

Definition: Rang einer Matrix

Der Rang einer Matrix ist die maximale An-
zahl seiner linear unabhangigen Zeilen.

Satz :

Der Rang einer Matrix 1st die Anzahl der von
0 O --- O verschiedenen Zeilen nach der

Gauldelimination.
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Beispiele:

1) rang(A) =rang(A4)=3
2) rang(A) =rang(A)=4
3) rang(A)=2; rang(A4)=3
4) rang(A) =rang(A)=2
5) rang(A) =rang(A4)=2

Hauptsatz der Linearen Algebra:

Das LGS A4-x =b ist 16sbar genau wenn

rang(A) =rang( A)
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Die Losungsalternativen:

A sei eine m x n Matrix und 7 der rang von 4

1) Wenn A quadratisch ist und wenn gilt
rang( A)=dim( A)=n, dann liegt eine ein-
deutige Losung vor.

2) Wenn r=rang(A4) =rang(A4) < m, dann
liegt eine (m — r)- parametrige Losungs-
schar vor.

3) Wenn rang(A4) # rang(A), dann ist das
System nicht 10sbar.

83. Systeme mit Parameter

Beispiel 6:

r

X1 + X9 +p‘X3:1
T X +pxx + x3=p, pelR
2

(pXp t X + X3=Pp

Losung:
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(11 pi1 ) (1 1 p i1 \
1 p 1:p |~|0 p-1 1-p : p-1

- 2 2 2
\» 1 1:p7) \0 1-p 1=-p~: p~—p,
(11 » 1)
~10 p—-1 1-p . p—1
0 0 2-p-p°ip’-1,

Hochschule Esslingen

Fallunterscheidung nach p € R:

1) Fir pe R\ {l,-2}:
. _ Pl (p-Dp+D
3~ 2
2—-p—p (p—-D(p+2)
:>X3:—p+1
p+2

Lineare Algebra
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1 p+1
=>x,=——|p-1-(p-1
> _I{P (p )p+2}
1
:>)C2:
p+2
= x =1- : +perl
p+2 p+2
2
:>x1:p +2p+1
p+2
1) Fir p=-2:
(11 » 1)

-0 -3 3 :-3
o 0 0 3
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Und somit ist das System nicht 16sbar (Wider-
spruch).

2) Fir p=1:
(11 p 1)
A~|0 p-1 1-p . p—1

2 2
0 0 2-p-p7:ip -1,

0o 0 0 ;0)

Das System besitzt eine 2 —parametrige Lo-
sungsschar:

X3 =9,
X2:t,
=>x=1-s5—1

Die Losungen liegen in der Ebene:
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=>X=|0[+s-| O |+¢-| 1 |;s5,t€eR

N VA

§4. Die Cramerregel

Es sei A eine 3 x 3 Matrix mit den Spaltenvek-
toren a;, a, , Ay :

A= (Ql ay dg )9
und A - x = b ein lineares Gleichungssystem.

Das System A - x = b ist eindeutig 16sbar ge-
nau wenn det(A4) # 0.

Die Losung 1st:
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_det(b a; ;)

X1 =
det(A)
det(a; b a3)
Xy =
det(A)
det(a; ay b)
X3 =
det(A)

Beispiel 6: Losung mit Cramerregel

85 Homogene Systeme

Definition:

1) Das System A- x =0

wird homogenes System genannt.

2) Die Losung x = 0 wird triviale Losung
gemannt.

Satz: Ein homogenes System A - x = Omit
quadratischer Matrix A hat nichttriviale Lo-
sungen genau wenn det(A4) # 0.
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Beispiel 7:

Fiir welche Werte des Parameters p € R hat

das folgende System nichttriviale Losungen.
Welches sind diese ?

-

pPxX; —Xxp, +2x3=0

N

2x; +pxy, —x3=0 , pekR.

! pxy +x3=10
LOosung:
1 2

P D 2 1
det(A)=2 p —-1=p- — (- 1)

0 p 1 P

>
+2: Ploopt 1244p=2(p+1)>
p

Es gilt: det(4) =0 fir p =—1.

Lineare Algebra Seite 43/ von 49 Folien



Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet

Die nichttrivialen Losungen fiir p = —1 be-
rechnen wir mit der Gaull Elimination:

(-1 =1 2) (1 1 =2} (1 1 =2)
2 -1 -1|~|0 -3 3 |~]0 1 -1
0o -1 1) o -1 1) (o 0 o,

Hochschule Esslingen

Das System 1st unterbestimmt:

:>)C3:t,
:>X2:t,
= x; =2—t=t

V) ANWENDUNGEN DER LINEAREN
ALGEBRA

A) EIGENWERTPROBLEME

Lineare Algebra Seite 44/ von 49
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Viele Praxisanberechnungen (z.B. Frequenz
von Schwingungen, Hauptachsen von El-
lipsoiden) werden zurtiickgefiihrt auf das fol-
gende Problem:

,,Wann ist der Vektor Av parallel zu v ?*
(EWP) Eigenwertprobleme:
A ist eine quadratische Matrix der Dimension

n. Gesucht sind Zahlen A € C (4 #0)und
Vektoren v # 0 fiir die gilt:

Av=A1-v

Die Zahlen A mit dieser Eigenschaft werden
Eigenwerte (EW) der Matrix A genannt, die
entsprechenden Vektoren v sind die Eigenvek-
toren (EV) zum Eigenwert A .

Die Losung:

Av=A-v=>Av-A-v=0=>(4-1-E)v=
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Mathematisch ist ein AWP ein homogenes
LGS mit einem Parameter A.

Satz

Die EW der Matrix A sind die Losungen
A=A, A,... der ,charakteristischen’ Glei-

chung:
P(A)=det(4—-1-E)=0;

Die EV zum EW A = A sind die Losungen
k

vy des homogenen (unterbestimmten) Sys-
tems:

Beispiel 1:

(3
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Losung
1) Berechnung der Eigenwerte

Ansatz:

2-1
det(A-A1E)=0=
-1 2-A

-1
= 2-2)°-1=0=> 4 =1,4,=3

2) Berechnung der Eigenvektoren

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 4 = 4; :

Ansatz:

A A EV =0 1 —1)\v B 0
awom=o=(_ 7))o

= v; —v, =0 (unterbestimmtes LGS !)
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Eine Losung des LGS 1st v =v, =1 und
1
ein Eigenvektor vl= (J .

1
Fir A4, =3 ergibt sich analog v? =( lj :

Beispiel 2:

a7 D)

Losung

1) Berechnung der Eigenwerte

2-4 -1
det(A— AE)=0= =
—2-2

= (2-4)°+1=0=>1,, R
(siche komplexe Zahlen, Mathe 2)

Lineare Algebra Seite 48/ von 49 Folien



Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet

2A—54 3) A=
)—_1 2 ) 4=

Hausaufgabe:

1 0 1)
0O 1 O

A

Hochschule Esslingen

0 1,

BzM 2 Aufg. 47, Priifungsaufgaben:

1 0 2) (1
11 1], 1
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2 0 1) Lo -1 1

1 0)

0 —1].

Wiederholungsaufgaben

BzM2, Priifungen ab S2000, Blatt Lineare

Algebra,

B) ABBILDUNGEN BzM 2, Seite 66-71

und Folien 13-15.
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