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Integration — Grundbegriffe

Fragestellung bei Integration

Bei der Integration geht es anschaulich gesprochen
um die Frage der Flachenmessung: Sei dazu ei-
ne auf einem Intervall [a, b] definierte, beschrankte
Funktion f(x) gegeben.

/\y

Wie kann man dann den grau unterlegten Flachen-
Inhalt zwischen Funktion und z-Achse berechnen
(oder Uberhaupt erst definieren)?
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Idee bel Integration

Man zerlegt die zu bestimmende Flache in (kleine)
Rechtecke und summiert deren Flacheninhalte auf.
Will man eine noch bessere Naherung, so muss
man die Flache in immer mehr und immer ,dinnere”
Rechtecke aufteilen.
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Vorgehen bei Integration

Im Einzelnen ist folgende Prozedur durchzuftihren:

e Intervall [a, b] in n Teilintervalle [z;_1,z;], i =
1,2,...,n,derBreite Ax; = x;—x;_1 zerlegen
(dabel a = xzg, b = xn),

a=Xg Xq X9 Xg X=b

e Uber jedem Tellintervall ein Rechteck konstru-
leren, dessen Lange einem Funktionswert von
f an irgendeiner Zwischenstelle &; € [x;_1, z;]
aus diesem Teilintervall entspricht,
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e alle einzelnen Rechteckflachen f(&;) - Ax; auf-

summieren zur Gesamtflache

sn = i—1 f(&) - Axy,

I

e Naherungswert s, verbessern, indem man ei-
ne feinere Unterteilung (= Partition) des Inter-
valls [a, b] wahlt und damit die Anzahl der Teilin-
tervalle erhoht, aber gleichzeitig die Breite aller

verkleinert.

f(x)
T X

a b

anstelle
von

T f(x)

b
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Bestimmtes Integral

Definition

Falls die beschriebene Prozedur fur
n — oo In jedem Fall gegen einen
bestimmten Grenzwert Kkonvergiert, so
bezeichnet man

n

[of(z) da = lim_ > F(&) - Ay
1=1

als bestimmtes Integral von f Uber dem

Intervall [a,b]. Dann heil3t die Funktion

f integrierbar Uber [a,b], a untere Inte-

grationsgrenze, b obere Integrationsgrenze,

la, b] Integrationsintervall, f Integrand und

a Integrationsvariable.
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Rechenregeln fur das bestimmte Integral

Fur das bestimmte Integral gilt:

a) [pf(z)dz=— [, f(z)da,
b) faC,L f(il:) dz = 0,

o) [P f(x)da = [{ f(z)dx + [] f(=) da,
a<c<b

d) fga - f(x)dzr = « - fc?f(w) dzx,

&) (=) + g(x)) da
= [ f(z) dz + [} g() da,

f) Falls f(x) < g(x) und a < b, dann gilt:
Jo f(z)dz < [; g(x) da,

g) Fallsm < f(x) < M fur alle z € [a, b],
dann gilt:

m((b—a) < [P f(x)de < M (b— a).
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Rechenregeln fur das bestimmte Integral
(Veranschaulichung)

/abf@)dw=ch<m>dx+/cbf<m>dx

flra <ec<b

/\y

% _(x)
/ ‘<




Integration — Grundbegriffe

Ableitung der Integralfunktion

Es sei f eine auf [a,b] definierte stetige
Funktion. Die durch

F(x) := /aw f(t) dt

definierte Integralfunktion hat die Ableitung

Fra) =5 ([ 1w at) = s

Die Ableitung der Integralfunktion ist also
gleich dem Wert des Integranden an der
oberen Grenze. Die Integration ist demnach
die Umkehrung der Differentiation.
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Stammfunktion

Definition

Eine Funktion F'(x), deren Ableitung gleich
einer gegebenen Funktion f(x) ist, d.h. far
die F/(x) = f(x) auf einem Intervall gilt,
heil3t Stammfunktion von f auf diesem In-
tervall.
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Beispiel

a) Die Funktion Fy(z) = %23 ist Stammfunktion
der Funktion f(z) = z2.

b) Die Funktion Fr(z) = %z3 — 17 ist Stamm-

funktion der Funktion f(z) = z2.

c) Die Funktion F'(z) = [ t2 dt ist Stammfunkti-
on der Funktion f(z) = 2.

Hat man aber eine Stammfunktion gefunden (wie
In a)), so erhalt man durch Addition einer beliebi-
gen Konstanten (z.B. von —17 in b)) eine weite-
re Stammfunktion, denn die Ableitung einer Kon-
stanten ist immer gleich 0. Es gilt sogar, dass man
durch Addition einer beliebigen Konstanten zu einer
Stammfunktion alle Stammfunktionen einer Funkti-
on erhalt.
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Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Sei F(x) eine (beliebige) Stammfunktion
von f(a). Dann gilt fur das bestimmte Inte-
gral

b
/ f(z) de = F(z)|%_, = F(b) — F(a).

a

Mit Hilfe des Hauptsatzes lassen sich bestimmte In-
tegrale ganz einfach in zwei Schritten berechnen:

e Man bestimme eine beliebige Stammfunktion
F(z) von f(z) (Beachte: F'(x) = f(x)).

e Man werte die Stammfunktion an der oberen
und an der unteren Integrationsgrenze aus (F'(b)
und F'(a)) und subtrahiere diese beiden Werte.
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Ubung

Berechnen Sie mit Hilfe des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung die folgenden Integra-
le:

a) fg/z coszdr und b [Z/zdx.

Losung
a) Es qilt:
fg/QCOSa:da: = sinx|g/:20
= sin(w/2) —sin0
= 1-0=1.
b) Es qilt:

2
flzﬁdm = f12x1/2da:= %x3/2

r=1

_ % (23/2 _ 13/2>

£(2.8284 — 1) ~ 1.2189.

Q
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Tabelle der Grundintegrale

Funktion f(x) Stammfunktion F'(x)
%, aF* -1 %_on“kl—l—c
%, x 7= 0 In|x| 4+ ¢
e? e’ + ¢

Sinx — COSx + ¢

COS<x Sinx + ¢

ﬁj arctanz + ¢
11—9[;2’ x| < 1 arcsinz + ¢
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Unbestimmtes Integral

Definition

Die Menge aller Stammfunktionen von f
wird mit [ f(x) dx bezeichnet und heif3t un-
bestimmtes Integral von f.

Die Bezeichnung [ f(z) dx fir das unbestimmte In-
tegral drangt sich durch den Hauptsatz der Differen-
tial- und Integralrechnung formlich auf:

Man erhalt das bestimmte Integral fcff(a;) dzx, in-
dem man einen Vertreter der Stammfunktionen, ge-
nannt [ f(z) dx, wahltund an den Integrationsgren-
zen a und b auswertet.
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Rechenregeln fur unbestimmte Integrale

Mathematik kompakt
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Ubung
Worin besteht der Unterschied zwischen [ cos z dx,

x /2
Jo costdtund [~ cosxzdx ?

Losung

a) Der Ausdruck [ cos z dz heif3t unbestimmtes In-
tegral und steht flr die Gesamtheit aller Stamm-
funktionen von cos z: f cosxdx = Sinx + c.

b) Der Term [ costdt ist eine einzelne Stamm-
funktion von cos x.

c) SchlieRlichist [/? cos z dz ein bestimmtes In-
tegral, dessen Wert gleich der reellen Zahl 1
Ist. Anschaulich gesprochen gibt fg/z CoSx dx
den Flacheninhalt zwischen der Cosinus-Funk-
tion und der z-Achse tGber dem Intervall [0, 7 /2]
an.
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Partielle Integration

Die Produktregel der Differentialrechnung fur die Ab-
leitung des Produktes zweier Funktionen u(x) und
v(x) lautet:

(u(z) - v(x)) = u'(z) - v(z) + u(z) -v'(2).

Integration auf beiden Seiten liefert:

u(x)v(x) = /(u(w)v(w))’dw

_ / o (2)0(2) dz + / w(z)o' (z) da.

Nach Umordnung der Terme erhalten wir:

Die Integrationsregel der partiellen Integra-
tion lautet:

/u'(w) - v(x)dx

= u(x) - v(x) — /u(a:) - v/ (x)dx.




Integration — Integrationstechniken

Beispiel
Eine einfache Anwendung der partiellen Integration
liefert die Stammfunktion zu [ z - e” da:

- 37. L ZC.
f, - ,daz—,e,,az, f,e,,l,da:
! U y U o'

= zet — et 4 c.

Wir wollen nun noch kurz untersuchen, was pas-
siert ware, wenn wir als u’ bzw. v die jeweils andere
Funktion gewahlt hatten:

72

— . r . X
dr = : L, / 5 L
N~ v N~
u u
Diese Gleichung ist zwar mathematisch korrekt,
fahrt aber nicht weiter, da das verbleibende Inte-
gral f:chfC dx komplizierter ist als das Ausgangs-

integral [ ze® dx.

/\/\/ dx
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Ubung

Berechnen Sie das Integral [ In z dz mittels partiel-
ler Integration

(Tipp: Wahlen Sie v = Inz und v/ = 1).

Losung
fln:vda: = f 1 -Ilnx dx
u/ v
1
= x ,-,Ina:,—f, T - ; dx
U v U N

|
S
=)
=
|
\
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Substitution

Auch aus der Kettenregel erhalten wir eine Integra-

tionsformel. Die Ableitung der verketteten Funktion

F(x) = F(g(t)) mitx = ¢g(t) ergibt namlich:
F'(z) = F'(g(¥)) - ¢'(¢).

Wenn F'(x) Stammfunktion von f(x) ist (d.h.

F'(z) = f(x)), folgt durch Integration

[ 1@y g wyde= [ ) de

Die Integrationsregel der Substitution lau-
tet:

/ F(9(2)-' (¢) dt = / e i, © = gl
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Beispiel zur Substitution

Beispiel
Wir wollen im Folgenden das Integral

> 1

mittels Substitution berechnen.

(Da wiederum das Produkt zweier Funktionen zu in-
tegrieren ist, konnte man aber evtl. auch mit Hilfe
von partieller Integration zum Ergebnis kommen.)

Wir substituieren hier jedoch x = Int, lUbersetzen
also gleichermal3en von der ,t‘-Sprache in die ,X*-
Sprache. Dass gerade diese Substitution gewahlt
wird, liegt daran, dass die Ableitung von In t, namlich
%, ebenfalls im Integranden steht: Denn wegen x =
In t folgt fiir die Ableitung %2 = % und (indem wir %

als Bruch auffassen) dz = 1dt.
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Beispiel zur Substitution (Fortsetzung)

Damit liegt folgende Umformung nahe:

/(Int)Q-%dtz /xQda;.

Das transformierte Integral in x ist einfach zu losen:

1
/xde=§w3—l—c.

Nun muss noch nach ¢ ricksubstituiert werden:
1
3
In der Terminologie der Substitutionsregel ist: f(x) =
22, g(t) = Int und damit

34 c= %(Int)3—|—c.

/(|nt)2- % dt = | 22 dz.
Fa(®)) g\,(;j f(z)

Insgesamt haben wir als Ergebnis erhalten:

/(In £)? . %dt = %(ln )3 + c.
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Beispiel zur Substitution

Beispiel

Das Integral [ /1 — z?dz, |z| < 1 wird unter Zu-
hilfenahme der Substitution x = sin ¢ bestimmt. Um
diese Substitution auszuftihren, schreiben wir uns
zunachst eine Art ,Worterbuch® zur Ubersetzung von
der ,X‘-Sprache in die ,t*-Sprache:

( xr = Sint )
2 = sin?t
! 1—xz° = 1-sin’t=cos’t S (%)
V1 —22 = cost (Beachte: cost > 0)
\ d—f = cost alsodx = costdt.

Damit erhalten wir folgende Umformung:

/\/1—x2da:=/ Cost -ggstdt,:/COSQtdt.

Vie? de
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Beispiel zur Substitution (Fortsetzung)

Wir entnehmen einer Formelsammlung:

1
/cosztdt = E(t + sintcost) + c.

Wegen x = sint und entsprechend t = arcsinx
und obigem ,Worterbuch® (x) erfolgt noch die Rtck-
substitution von Termen in t in x-Ausdricke:

%(t + sintcost) + ¢

1 2
Q(arcsm:c—l—‘ - A 1::13/)—|—c.
t sint cOS t
Insgesamt:

/\/1—x2da:=%(arcsin:c—|—a:-\/1—:132)—|—c,

far |z| < 1.
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Uneigentliche Integrale

Man kann den bekannten Integrationsbegriff flr ste-
tige Funktionen auf endlichen Intervallen [a, b] auch
noch weiter ausdehnen: So genannte uneigentliche
Integrale treten in zwei Fallen auf, namlich

e bei unendlichem Integrationsintervall und

e bei unbeschranktem Integranden.

In diesen Fallen ist zusatzlich ein Grenzibergang
auszufuhren: Der betreffende Limes kann existie-
ren, dann konvergiert das uneigentliche Integral und
man kann ihm eine reelle Zahl zuordnen. Andern-
falls existiert der entsprechende Grenzwert nicht und
das uneigentliche Integral divergiert.
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Ubung
Rechnen Sie das Integral [3~ % dx aus!

Losung
Zunachst ist:

b1
/ “de=Inlz|’°_3=1Inb—In3.
3 X

Der Grenzwert fuhrt jetzt aber auf Divergenz:
1 i b1
f;ogdx = ||mb_>oo f3 Ed.CIZ

= limp_(INb—1n3) = +o0.




Integration — Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale
1.Fall

Definition

Bei den uneigentlichen Integralen unter-
scheiden wir zwei Falle:

Die Funktion f(x) sei auf jedem Intervall
l[a,u], v € IR integrierbar. Dann definiert
man

/aoo f(x)dx := lim /au f(x) dz,

u—o

wenn dieser Grenzwert existiert. Man sagt:
Das uneigentliche Integral existiert oder
konvergiert (andernfalls: Es existiert nicht
oder divergiert).
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Uneigentliche Integrale
2.Fall

Definition

Bei den uneigentlichen Integralen unter-
scheiden wir zwei Falle:

Die Funktion f(x) sei auf jedem Intervall
[a,u] mita < u < b integrierbar und es
gelte: lim,_,;_ f(x) = doo. Dann definiert
man

/bf(a:)da: .= lim /uf(m)da:,

a u—b— Jq
wenn dieser Grenzwert existiert. Wiederum
sagt man: Das uneigentliche Integral exis-
tiert oder konvergiert (andernfalls: Es exis-
tiert nicht oder divergiert).
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Doppelintegral als Volumen

Wir wollen im Folgenden den Begriff des Integrals
fff(a;) dx einer Funktion f(x) Gber einem Intervall
[a, b] auf Funktionen in mehreren Variablen verall-
gemeinern. Dabei sollen — der Anschaulichkeit hal-
ber — Funktionen von zwei Veranderlichen f(x,y)
betrachtet werden. Gesucht ist hier das Volumen
zwischen der Funktion und der x, y-Ebene Uber ei-
nem Bereich B.

N
Pl n;
0 |/i |/i 7 y
/ T~ 1 -
E‘" / ,/ Bi /AXJ'
R~V
Pl
a4
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Bereichsintegral (Gebietsintegral)

Wir nennen gewisse einfach zu charakterisierende
Mengen der Ebene ,Bereiche” und halten fest:

Definition

Unter dem Bereichsintegral (oder Gebiets-
integral) der Funktion f(x,y) Uber dem
Bereich B (Konvergenz vorausgesetzt) ver-
steht man

/ /B f () de dy =

n
lim Z f(&irmi) Az, Ayg,.
1=1

TL— 00 “
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Rechenregeln fur das Bereichsintegral

Mathematik kompakt
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Grundidee zur Berechnung von
Mehrfachintegralen

Man berechnet das Gesamtvolumen als Summe
hauchdunner Scheiben mit bekannter Querschnitts-
flache, quasi als hatte man einen Holzklotz (das zu
berechnende Volumen) in kleine zueinander paral-
lele Scheibchen zerhackt. Die einzelnen Scheiben
konnen dabei durchaus verschieden aussehen, je
nachdem an welcher Stelle man sie herausgegrif-
fen hat:
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Grundidee zur Berechnung von
Mehrfachintegralen

Das Bereichsintegral [[; f(x,y) dxdx kann als
Summe, oder besser gleich als Integral kleiner
Scheiben S(x) geschrieben werden, wobei derar-
tige Scheiben fir x € [x4, 23] auftreten und je nach
gewahltem x verschiedene Gestalt haben konnen:

//Bf(a:,y)dazdazzijbS(:v)dx.

Die einzelnen Scheiben konnen wiederum als Ein-
fachintegrale aufgefasst werden:

(x)
S(z) = / " b y) dy.
Yy

a(x)

Insgesamt wird dadurch das Doppelintegral
[J;5 f(z,y) dx dx in zwei ineinander verschachtelte
Einzelintegrale aufgespalten. Dabel ist das innere
Integral zuerst zu berechnen.
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Normalbereich (in x)

Ein Integrationsbereich B lasst sich als so genann-
ter Normalbereich beschreiben durch:

B={(z,y)|za <z <z, yalz) <y < yp(x)}.

/\y

RO

Ya(X) \
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Berechnung von Bereichsintegralen bei
Normalbereich in z, inneres Integral in y

Bei einem Normalbereich in

B={(z,y)|za <z < ap,

ya(z) <y < yp(x)}

berechnen wir Bereichsintegrale in der

Form
//Bf(w,y) da dy =

T, Yp()
/ / f(z,y)dy | dx.
r=xq \JY=Ya(x)

Es lassen sich die Rollen von = und y bei entspre-
chend vorliegendem Bereich naturlich auch vertau-
schen (man kann Holzklotze nicht nur in z-Richtung,
sondern auch in y-Richtung zerhacken, ohne dass
sich das Volumen des Holzklotzes verandern wrde).
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Berechnung von Bereichsintegralen bei
Normalbereich in y, inneres Integral in x

Mathematik kompakt 56
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Ubung: Berechnung von Bereichsintegralen

Ubung
Berechnen Sie fur den durch die Kurven x = 0O,
y =0undy = —1/2z 4 1 berandeten Bereich B

das Bereichsintegral [[; x dz dy.

y= - 1x+1 }A y

2




Anwendung: Integrale im Stral3enbau

Fragestellung

Besonders in Deutschland wird auf den Autobah-
nen mit recht hoher Geschwindigkeit gefahren. Ein
groRes Gefahrenpotenzial bilden dabei Kurven und
Ausfahrten, da die StralRenfihrung an diesen Stel-
len meist einen Kreisbogen beinhaltet. Dieser Bo-
gen hat, anders als eine Gerade, eine Krimmung
K # 0, die dafur verantwortlich ist, dass ein Fahr-
zeug mit zu hoher Geschwindigkeit aus der Kurve
fliegt. Das liegt wiederum daran, dass die am Fahr-
zeug angreifende Zentrifugalkraft /' — wie aus der
Kinetik bekannt — proportional zur Krimmung K
ist, genauer F = Kmuv? (m Masse des Autos und
v seine Geschwindigkeit).
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Wegbeschreibung

Bekannterweise beschreibt der Physiker einen Weg
In der Ebene (hier: die Stral3enflihrung) durch des-
sen Koordinaten:

z(s),y(s),

wobel s € IR ein Parameter ist.

Wirde man beispielsweise x(s) = sund y(s) = s
fur s > 0O setzen, so gilt fur alle s stets y = «x. In
diesem Fall ergabe sich als Weg also die Winkel-
halbierende des ersten Quadranten.
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Klothoide

Wenn man nun eine Kurve ohne einen so genann-
ten Ubergangsbogen direkt aus der Geraden (mit
Krimmung K = 0) einleiten wirde, hatte das zur
Folge, dass beim Durchfahren der Kurve ganz plotz-
lich die Krummung von O auf einen von Null ver-
schiedenen Wert springen wirde (Unstetigkeit!). Aus
Sicherheitsgrinden benutzt man deswegen im Stra-
Renbau als Ubergangsbogen die so genannte Klo-
thoide. Deren ,Weg" wird durch die Integrale

x(s) = fg COS (77“2—2) du,

fos sin (77“72) du

y(s)

beschrieben.
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Klothoide

Bei Funktionen in einer Veranderlichen wird die zwel-
te Ableitung als ein Mal3 fir das Krimmungsver-
halten gesehen. Auch die Krimmung K (s) eines
durch x(s), y(s) beschriebenen Weges kann man
messen. In fast jeder Formelsammlung findet man
hier die Formel (1. und 2. Ableitung werden tblicher-
weise mit Punkten bezeichnet, z.B. z(s), Z(s)):

_ 2(9)ii(s) — £(s)y(s)
(42(s) + §2(5))3/2

K (s)
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Kridmmung der Klothoide

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
besagt nun, dass gilt:

. 32 . . 32
2(s) = cos (775) und g(s) = sin (775> :

Damit ergibt sich fiir den Nenner (&2 (s) 452 (s))3/2

2 82 . D 82 3/2
[cos (w;) + sin (7‘(‘5)] = 1.

Wegen #(s) = —mssin (w%) und

ij(s) = mscos (%) folgt schiieRlich

K(s) =m7s [COS2 (Wg) + sin? (wg)] = 7s.
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Krimmung der Klothoide

Die Krimmung der Klothoide beginnt also bei K =
O (fir s = 0) und nimmt absolut gesehen stetig zu.
Die Kurve hat in jedem beliebigen Punkt eine ande-
re Krimmung.

> X(S)
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Trassierung von StralRen mittels Klothoiden

Die Trassierung einer Straf3e mit der Elementfolge
Klothoide — Kreisbogen — Klothoide ist damit recht
einfach durchfihrbar. Man nimmt einen Klothoiden-
teil (beginnend bei s = 0) solange, bis er die (kon-
stante) Krimmung des Kreisbogens erreicht hat. Ans
Ende des Kreisbogen setzt man dann das entspre-
chend ,umgekehrte” Klothoidenteil. Dadurch steigt
die Zentrifugalkraft von Null linear bis auf den Kreis-
bahnwert an, bliebt dann konstant und nimmt nach
Verlassen der Kreisbahn wieder linear auf Null ab.
Auf diese Weise tragt hier die Mathematik ihren Tell
zum stressfreien Beherrschen von Fahrzeugen vor
und hinter Kurven auch bei lebhaftem Verkehr beil.
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Fresnelsche Integrale

Die beiden Integrale nennt man Ubrigens Fresnel-
sche Integrale. Sie sind nicht analytisch losbar, die
Stral3enbauingenieure missen also mit Tafelwerken
(numerische Integration!) arbeiten. Exakt berechen-
bar — wenn auch nicht mit unseren Mitteln — ist
lediglich der Wert der uneigentlichen Integrale:

00 u2 00 u2 1
/ COS (77—) du = / Sin (77—) du = —.
0 2 0 2 2

Man erkennt, dass der Faktor 7 in den Integralen
nicht bloRe Willklr ist, sondern aus Normierungs-
grinden gewahlt wurde.




