Kapitel 6

Differentialrechnung

e Der Ableitungsbegrift

e Ableitung elementarer Funktionen und
hohere Ableitungen

e Ableitungstechniken
e Extrema und Kurvendiskussion

e Numerische Losung nichtlinearer Glei-
chungen

e Taylorpolynome
e Funktionen in mehreren Veranderlichen

e Anwendungen




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Geometrische Bedeutung und Definition der
Ableitung

Gegeben sei jetzt eine Funktion y = f(x).

f(xo+ h)-f(x)

Die Steigung der Sekante ergibt sich offensichtlich
aus dem Differenzenquotienten

_ flo+h) = f(zo)
; :
Die Steigung der Tangente ergibt sich aus dem Dif-

ferentialquotienten

tan «

tanag = lim f(zo + hfz — f(z0)




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Definition der Ableitung

Definition

Falls der folgende Grenzwert (Differential-
quotient) existiert, heif3t

h) —
£ () = Jim f(xo + ’1 f(zo)

Ableitung von f im Punkt . f heif3t dann
in x( differenzierbar.

Man kann nun jedem Punkt x aus dem Definitions-

bereich von f(z) den Wert f'(z) (falls existent!)
zuordnen. Durch diese Zuordnungsvorschrift erhalt

man wieder eine Funktion:

Definition

Die durch die Zuordnung =z +— f/(x)
erklarte Funktion heiBt (erste) Ableitungs-
funktion bzw. kurz (erste) Ableitung.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Aquivalenzen

Vollig aquivalente Schreibweisen flr die Ableitung
f'(x0):

dy df

/ /
X ’ — ’ ’ .
y (x0) Yy |:c 0 7 —

d$ T=x(
Die GroBen dy bzw. df und dz nennt man auch Dif-

ferentiale. Dies erklart den Namen Differentialquoti-
ent fir f'(xg).

Manchmal ist es praktischer, den Differentialquoti-
enten in einer anderen Form zu benutzten. Hierzu
setzt man x = zg + h. Dannist h = = — xp und
h — 0 aquivalent zu z — xq:

Die Ableitung lasst sich auch durch folgen-
den Differentialquotienten berechnen:

f(x) — f(flfo).

T — X

(o) = Jim,




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Tangente, Monotonieverhalten

Geometrische Deutung:

f’(xq) ist der Tangens des Steigungswin-
kels a der Tangente an die Funktion f(x)
im Punkt x(:

f'(xg) = tan a.

_______________________

: : > X
4 X0 X0 \
tano> 0, O<a<T/2 tano <0, -TT/2< a.<0

Monotonieverhalten:

Gilt far alle = aus einem Intervall I f/(z) >
0 bzw. f'(x) < 0, so ist f(x) in I streng mo-
noton wachsend bzw. fallend.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Tangentengleichung

Die Tangente geht durch den Punkt Py = (xzq, f(xzg))
und hat dort definitionsgeman die Steigung f'(zq).
Damit lautet die Tangentengleichung offensichtlich:

t(x) = f(xzo) + f'(zo)(x — x0).

Da eine Gerade durch einen Punkt und ihre Stei-
gung in diesem Punkt eindeutig bestimmt ist, verifi-
ziert sich obige Formel wegen t(xg) = f(xg) und
t'(xg) = f'(xqg) sofort.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Lineare Approximation

Wir interessieren uns nun fir die Differenz ¢ der
Zuwachse zwischen der Funktion und der Tangen-
te, wenn das Argument sich von xq auf = andert.

y

N

S .

A X = dx

e Argumentzuwachs: dx = = — x,
e Zuwachs langs Funktion: Ay = f(x) — f(xg),

e Zuwachs langs Tangente:
dy = t(z)—t(z0) = f'(z0)(z—z0) = f'(x0) dz,

e Zuwachsdifferenz von f und Tangente t:
e = Ay — dy.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Lineare Approximation

Unter Beachtung der Aquivalenz von z — zg und
dx — 0 lasst sich

o f@) = (ko) + P (xo) (x = x9)] _

L—IQ T — XQ

0

mit den eben eingeflhrten Abklrzungen auch schrei-
ben als

im (@) = £(@0)) = /(20 (x — 20)

0O =
L—IQ r — xQ
Ay —d g
— Iim 24 "% — im =
dx—0 dx drx—0 dx

Gemani Abb. kdonnen wir nun aber feststellen, dass
gilt

f(x) fzo) +dy+e¢

fzo) + f(zo)dx + ¢
/ )
f(wo) + da (f (z0) + %) .

Wegen lim ,_.oe/dx = 0 kann man die Summe
f'(zo) +¢/dx fUr genligend kleine |dz| allein durch
f'(xq) ersetzen, ohne eine gegebene Genauigkeits-
schranke fir f(x) zu verletzen.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Differentiale

Naherungsformel:

f(x) = f(xo) + f’(ivo) - dx.

Wenn man die Naherungsformel anwendet, so er-
setzt man die Funktion f in der Ndhe von xy durch
ihre Tangente, also durch eine lineare Funktion (Ge-
rade). Man spricht daher auch von lokaler linearer
Approximation der Funktion f.

Definition

Man nennt die GroBen dx Differential der
unabhangigen Variablen = bzw. dy =
f’(xq) - dx Differential der Funktion f an der
Stelle x.




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Beispiel

Gegeben sei ein Quadrat mit der Lange xo = 5 und
dem Fldcheninhalt f(xq) = 25. Jetzt vergréBern
wir die Seiten des Quadrats um dx = 0.005 und
berechnen den neuen Flacheninhalt mit der Nahe-
rungsformel: Wegen f(z) = z2, f'(z) = 2« lautet
diese

f(xg 4+ dx) =~ ac% + 2xzq - dzx.

Wir setzen xg = 5 und dx = 0.005 und erhalten

£(5.005) =~ 52 + 10 - 0.005 = 25.05.

Man beachte, dass wegen (zo—+dx)? = 3+ 2zq-
dz + (dz)?, also ¢ = (dz)? = 0.000025 die bei-
den Ziffern nach dem Komma richtig sind. Der kor-
rekte Flacheninhalt wirde sich zu 25.050025 er-
geben.

dx{ g | e=dx-dx




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Differentielle Fehleranalyse

Praxis: haufig GroBen yg zu berechnen, die in ei-
nem funktionalen Zusammenhang mit gemessenen
AusgangsgroBen xq stehen: yo = f(xq).

Ist dabei xg mit einem Messfehler dx behaftet, so

stellt sich die Frage, wie sich dieser auf die zu be-

rechnende GroBe yg auswirkt. Hierzu benutzt man

die differentielle Fehleranalyse. Sie liefert eine Nahe-
rung fur den auftretenden Berechnungsfehler Ay =

f(xzo4dz)— f(xg) durch Anwendung unserer Nahe-
rungsformel. Dieser kann auf zwei Arten berechnet

werden:

e Absoluter Fehler:

|Ay| ~ |dy| = |f'(z0) - dz|,

e Relativer oder prozentualer Fehler:

f'(xo) - dw f'(zo)xo
f(zo) f(zo)

dx
0

Ay
Y

dy
Y

a4
Y




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Isty = f(x) an der Stelle x( differenzierbar,
soist y = f(x) an der Stelle x auch stetig.

Betrachten wir nun die Betragsfunktion, so folgt, dass
die Umkehrung nicht gilt. Eine stetige Funktion muss
nicht Gberall differenzierbar sein: Fur f(x) = |z| gilt
in xg =0
lim f(O+h) — f(O) _ h—0
h—0+4 h h—0+ h
und




Differentialrechnung — Ableitungsbegriff

Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Links- und rechtsseitiger Grenzwert stimmen nicht
tberein, d.h. der Grenzwert existiert nicht. Also ist
die in xg = O stetige Funktion |z| dort nicht diffe-
renzierbar. Sie hat hier eine Knickstelle, da die Stei-
gung o = —45° sofort in die Steigung avy = 45°
tbergeht. Anschaulich gesprochen gilt:

Hat der Graph einer Funktion keine
Sprunge, so ist sie stetig; hat ihr Graph
zudem Kkeine Khnickstellen, so ist sie
differenzierbar.




Differentialrechnung — Elementare Ableitungen

Ableitung elementarer Funktionen

Funktion y = f(z) | Ableitung vy’ = f'(x)
%, o € IR art—1
e’ e’
In x 1
o
Ssinx COSx
COSx —Sinx
tanx L
COSs< x
COt.’,E — 12
SIN< x
, 1
arcsin x S S
\/ 1—22
arccos z 1
1—22
arctan z 1
1422
1
arccot x 1422
x|, = O sgnz, x # 0




Wenn die Ableitung ' = f/(z) einer differenzierbaren Funktion y
f(x) ebenfalls wieder differenzierbar ist, so spricht man von der zweiten
Ableitung vy = f"(z) von f. Analog werden Ableitungen hdherer Ord-

Hohere Ableitungen

nung definiert. Folgende Notationen sind Ublich:

1. Ableitung:
2. Ableitung:
3. Ableitung:

n. Ableitung:

2

i

f'(z)
f'(z)
F1( )

£ (2)

daf
dx
d°f
d2
@ f

dx3

usbunyio|qy a1ayoH — Bunuyodaljenualaji(



Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Ableitungsregein

Mathematik kompakt

30



Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Summen- und Differenzenregel

Beispiel

a) Die Ableitung des Polynoms
p(z) =528 — 323 + 42 — 2

ergibt sich zu

p' () (52°)" — (323) + (42) — (2)
40z — 922 + 4

b) Die Ableitung von
y(z) =4z" +3e" 4+ Inz, z > 0,
erhalt man durch Ableiten einzelner Terme zu

y'(z) = 282° + 3e® + 1/z.




Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Produktregel

Beispiel

a) Gegeben sei die Funktion

y(z) =23 -Inx, = > 0.

Die Ableitungen von f(x) = z3 bzw. g(x) =
Inx sind 322 bzw. 1/x. Die beiden neuen Ter-
me ergeben sich also zu (z3)'-Inz = 3z2-Inz
undz3-(Inz)’ = z3-1/x. Somit lautet die Ab-
leitung von y(x) nun

1
y'(z) =322 Inz 423 = =2%@Inz + 1).
xr

b) Durch wiederholte Anwendung der Produktre-
gel erhalt man zum Beispiel fur die Ableitung ei-
nes Produktes von drei Funktioneny = f-g-h:

y [f - (g-R))

flo(g-h)+7f (g-h)
ffog-h+f-(g"-h+g-h)
flog-h+f-g-h+f-g-h




Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Quotientenregel

Die Ableitung eines ,Bruches® Z/N ist ebenfalls ein
Bruch.

Der Zahler des ,Ableitungsbruches® ergibt sich fol-
gendermalfien: Ableitung von Z mal N minus Z mal
Ableitung von N.

Der neue Nenner ist einfach der alte Nenner zum
Quaderat.

Beispiel

a) Wir betrachten die Funktion

y(zx) =¢e*/x, x # 0.
Es ist Z = e*, N = z und damit Z' = &%,
N’ = 1. Daher gilt Z"' mal N iste® - x und Z
mal N’ ist e* - 1. Die Differenz von erstem mi-
nus zweitem Term ergibt den Zahler des ,Ablei-
tungsbruches®. Der Nenner ergibt sich zu N2 =
z2. Es gilt also

el .x—er.1
y'(z) = 5
X

_xa:—l
= (")




Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Kettenregel

Funktionen werden haufig auch durch ,Hintereinan-
derschalten“ zweier Funktionen, einer inneren Funk-
tion w = g¢g(x) und einer duBeren Funktion vy =
f(u), definiert: y = f(g(x)). Fir diesen Fall gibt
es eine weitere Ableitungsregel:

Sind y = f(u) und u = g(x) differenzier-
bar, dann ist auch y(z) = f(g(x)) differen-
zierbar und es gilt

dy dy du
der du dx

y'(z) = f'(g(x))-g’(z) bzw.

Die Bildung des Faktors ¢'(z) = du/dx bezeichnet
man als ,Nachdifferenzieren“; manchmal wird die
Kettenregel auch als ,auBere Ableitung (Ableitung
der auBeren Funktion f(w)) mal innere Ableitung
(Ableitung der inneren Funktion g(x))* formuliert.




Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Beispiel
Gegeben sei y(x) = f’/ z3 4+ 7z + 5. Wir setzen

f(u) = Yu=ull®

und
uw=g(z) = 2>+ 7z + 5.

Dann gilt

1 1 1 _4 1

/ — g1 _ - -5 _
flu) = gus = =gu'® 5o/ A

und

g'(x) =3¢%+7,
woraus nach Kettenregel folgt:

1
y'(z) = - (32% 4+ 7).

5/ (23 + 7z 4 5)*




Differentialrechnung — Ableitungstechniken

Ableitung der Umkehrfunktion

Es sei f~! die Umkehrfunktion der umkehr-
baren Funktion f. Dann gilt flur deren Ablei-

tung:

(F~H(x) = CF(fY(2)) #£o.

1
F(f ()

Beispiel

Wir betrachten die Umkehrfunktion f~1(z) = Inx
von f(y) = eY. Esist f'(y) = eY. Damit ergibt sich
die Ableitung von In = nach obiger Formel zu

1 1 1




Differentialrechnung — Grenzwertregeln

Grenzwertregeln von LHospital

Verfahren, das die Berechnung von Grenzwerten der
Form

im £ ung im L8
r=20 g(x) z—too g(z)
ermoglicht, bei denen Zahler und Nenner gemein-
sam entweder den Grenzwert O annehmen oder ge-
gen too streben (hierflr schreiben wir symbolisch
,0/0" bzw. ,00/00").

Wenn der Grenzwert limg_.;, f(x)/g(x)
die Form ,0/0“ oder ,oo/oc0“ hat,
aber andererseits der Grenzwert
limg .z, f'(x) /g’ (x) existiert, dann gilt

f(x) . (=)
m = lim .
rL—I() g(m) L—I( gl(m)
Diese Formel kann man anstelle von x —
xg auch fur t — oo oder x — —o0
anwenden.




Differentialrechnung — Grenzwertregeln

Beispiel
Wir betrachten
. Sinx
lim
z—0 x
Dieser Grenzwert besitzt die Form ,0/0*. Mit

f(x) =sinz, g(z) ==

und den Ableitungen

(sinz) = cosz, (z) =1

ergibt sich
/ CcOS 1
im 1) iy €08 1y
T—TQ g/(aj) r—0 1 1
Es folgt daher
. sinx , COS
lim = |im =1
r—0 x—0

Man beachte aber, dass die Regel von LHospital
nicht immer (auch nicht durch wiederholte Anwen-
dung) zu einem Ergebnis fuhrt, selbst wenn der zu
untersuchende Grenzwert existiert. In diesem Fall
mussen andere Grenzwertregeln benutzt werden.




Differentialrechnung — Extrema

Extremwerte

Definition

Eine Funktion y = f(x) mit dem Definiti-
onsbereich D hat an der Stelle z¢ € D ein
globales Maximum bzw. globales Minimum,
wenn fur alle x € D gilt

f(x) < f(xo) bzw. f(x) > f(xo)-

Ist eine der beiden obigen Ungleichungen
nur fur Argumente = aus einer Umgebung
von x erfullt, dann spricht man von ei-
nem relativen Maximum bzw. relativen Mi-
nimum. Ein relatives Extremum bezeichnet
man auch als lokales Extremum (lokales
Maximum bzw. lokales Minimum).

Gilt in den Ungleichungen fir kein x # x
Gleichheit, so heiBen die Extrema streng.




Differentialrechnung — Extrema

Potentielle Extremwertstellen

Strenge relative Extrema liegen in den Punkten Py, P3
(Minima), P», P, und P; (Maxima) vor, wahrend al-
le Punkte zwischen P5 und Pg nicht strenge relative
Minima sind. In P; und P; treten zudem globale Ex-
trema auf. Unmittelbar aus der Abbildung ersichtlich
ist:

Mogliche Kanditaten fiir relative Extrema
sind
- Randpunkte des Definitionsbereichs D,
- ,.Nichtdifferenzierbarkeits“-Stellen,
- Stellen mit horizontaler Tangente.




Differentialrechnung — Extrema

Notwendiges Extremwertkriterium

Bei Extrema in Differenzierbarkeitsstellen mussen
die Tangenten notwendigerweise immer horizontal
verlaufen. Es lasst sich daher festhalten:

Wenn die Funktion f(x) in xg differenzier-
bar und =y ein Extremwert von f(x) ist,
dann muss gelten:

f'(z0) = 0.

Diese Bedingung ist jedoch nur notwendig, aber nicht
hinreichend. So hat beispielsweise die Funktion in
der Abb. drei horizontale Tangenten, aber nur zwei
Extrema.

/\y

Max.
kein Extr.

Min.

v
X




Differentialrechnung — Extrema

Hinreichendes Kriterium

Wenn fur die in x( differenzierbare Funktion

(o) = f(w0) = ... = F™D(xg) =0
und f(")(:r;o) % 0 far ein gerades n € IN
gilt, dann hat f(x) in x¢ ein strenges relati-

ves Extremum; genauer ein
- strenges relatives Maximum, falls
f(n) (CE()) < 0,
- strenges relatives Minimum, falls
£ (x0) > 0.

Haufig angewandt wird der - aus dem Schulunter-
richt bekannte - Fall n = 2, d.h.

f'(z0) =0 |
f"(z0) <O |

f'(z0) =0 |
f"(z0) >0 |

» == xq Ist strg. rel. Maximum,

» == xq Ist strg. rel. Minimum.




Differentialrechnung — Extrema

Hinreichendes Kriterium

Dieser Spezialfall ist auch geometrisch einsichtig:
Die zweite Ableitung f”/(x) kann auch als erste Ab-
leitung von f/(z) interpretiert werden.

Ist f"/(x) < 0, so fallt die erste Ableitung monoton,
d.h. die Steigungen der Funktionstangenten durch
verschiedene Punkte (von links nach rechts in einer
Umgebung von xg) werden immer kleiner.

Umgekehrt werden bei f”(z) > 0 die Tangenten-
steigungen immer groBer. Aus der Abb. wird die Art
des Extremums daher sofort deutlich.

Y <0 1Y 0
T AN !

; >X : >X
Xo Xo




Differentialrechnung — Extrema

Bestimmung globaler Extrema

Hat man mit Hilfe obiger Kriterien alle relativen Ex-
trema ermittelt, kann man jetzt auch die Bestimmung
der globalen Extrema angehen:

Zur Bestimmung der globalen Extrema
muss man
- die zu relativen Extrema gehorigen
Funktionswerte vergleichen,
- das Verhalten der Funktion fur x —
+o00 und in eventuell vorhandenen Un-
endlichkeitsstellen untersuchen.




Differentialrechnung — Wendepunkte / Krimmung

Wendepunkte und Krimmungsverhalten

Da die Steigung der Tangente einer Funktion y =
f(x) im Punkt =g durch f’(zg) gegeben ist und die
Ableitung einer Funktion deren Wachstum charakte-
risiert, ist die zweite Ableitung f”'(xq) offensichtlich
ein MaB fir die Anderung der Tangentensteigung.

y y

f(x)>0
Linkskrummung
f(x)<0

Rechtskrummung

X X

Ist f”/(z) > 0 in einem Intervall I, so nimmt f/(z)
dort streng monoton zu, d.h. die Tangentenstei-
gung wachst standig. Man spricht in diesem Fall von
Linkskrimmung und nennt die Funktion konvex.

Analog erhalt man fir f/(x) < 0 standig fallende
Tangentensteigungen und damit eine Rechtskrim-
mung (konkave Funktion).




Differentialrechnung — Wendepunkte / Krimmung

Wendepunkt, Sattelpunkt

Die Krimmung andert sich nun offensichtlich in Punk-
ten, in denen steigende Tangenten in fallende (oder
umgekehrt) Gbergehen. Dies sind aber genau die
Punkte, flr die die erste Ableitung Extremwerte an-

nimmt. Daher definiert man:

Definition

heiBt Sattelpunki.

Ein Punkt z,,, an dem die erste Ableitung f’
einer differenzierbaren Funktion f ein rela-
tives Extremum besitzt (f/(z.,) = 0), heiBt
Wendepunkt von f. Ein Wendepunkt mit ho-
rizontaler Tangente (zusatzlich f/(x) = 0)

Xw

Wendepunkt

X

Xw

Sattelpunkt

X




Differentialrechnung — Wendepunkte / Krimmung

Hinreichendes Wendepunkt-Kriterium

Um Wende- und Sattelpunkte zu finden, sind die Ex-
tremwertkriterien nicht auf f, sondern auf die Funk-
tion f/ anzuwenden. Das liefert folgendes Kriterium:

Hinreichend dafur, dass in =, ein Wende-
punkt vorliegt, ist

f(xw) =0 und f"(zy) #0.




Differentialrechnung — Kurvendiskussion

Elementare Kurvendiskussion

Mit einer elementaren Kurvendiskussion kann man
sich mit recht geringem Arbeitsaufwand einen Uber-
blick Uber den Graphen einer gegebenen Funktion
y = f(x) verschaffen. Empfehlenswert ist dabei die
Bestimmung/Ermittlung von

a) Polstellen, Asymptoten und Verhalten am Rand
des Definitionsbereichs,

b) Symmetrie (Achsen oder Ursprung) und Peri-
odizitat,

c) Nullstellen der Funktion,
d) Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsintervalle,

e) Extrema, Wendepunkte mit Krimmungsinterval-
len,

f) und letztlich die Skizzierung des Funktionsgra-
phen.




Differentialrechnung — Numerik / Gleichungen

Newton’sches lterationsverfahren

Newton-Verfahren setzt die Differenzierbarkeit der
Funktion f voraus. Es kann daher zur Bestimmung
der Nullstelle z* anstelle von Sekanten die Tangen-
ten an f benutzen.

Zunachst sucht man eine gute Naherung xq flr =*,
die man beispielsweise aus einer Skizze oder Funk-
tionstabelle gewinnen kann. Im Punkt (xzq, f(xg))
stellt man nun die Tangentengleichung auf:

t(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0)-

Da die Tangente eine gute Naherung der gegebe-
nen Funktion f darstellt, ist zu erwarten, dass die
einfach zu berechnende Nullstelle 1 von t eine bes-
sere Naherung von z* ist als x(:

~ f(=o)

f'(zq)
Nun setzen wir das Verfahren mit dem neuen Nahe-
rungswert xq fort. Dies liefert

zo =x1 — f(z1)/f (z1).

T1 = x(Q




Differentialrechnung — Numerik / Gleichungen

Newton’sches lterationsverfahren

Wiederholte Anwendung (lteration) - natlrlich nur
far f'(x1) # O - liefert:

Wahle xg und berechne die Folge () mit-
tels
f (k)

Tht1 '= T — f’(azk)’ k=0,1,2,....
STOP, falls |zgx4 ;1 — xf < €
(Fehlerschranke).

y y = f(x)




Differentialrechnung — Numerik / Gleichungen

Beispiel
Gegeben sei nochmals das Polynoms

p(z) = 32> — 422 — 22 + 2.

Man wahlt nun einen Startpunkt xq hinreichend na-
he bei x7. Flr xo = 0.01 ergeben sich die lterier-
ten aus folgender Tab.:

T,
0.0100000000
0.9621441970
0.2627451476
0.6226741590
0.6020648709
0.6022491765
0.6022491900

OO, WNEHO

Bei jeder lterierten sind die glltigen Ziffern unter-
strichen. Man erkennt daran deutlich die quadrati-
sche Konvergenz. Bereits nach 6 lterationen sind 10
Nachkommastellen korrekt.

Nimmt man einen ,besseren” Startwert, z. B. xg =
0.1, so erreicht man 10 gultige Nachkomastellen
bereits nach 5 Iterationen.




Differentialrechnung — Taylorpolynome

Taylorpolynome

Es wurde bereits gezeigt, dass man eine Funktion
f(x) in der Nahe eines Punktes xg linear approxi-
mieren kann (man beachte, dass dx = x — x Qilt):

f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0) =: p1(z).
Beim Gebrauch dieser Formel verwendet man die
leicht berechenbare Ersatzfunktion p;(x), die ein

Polynom 1. Grades ist. p1(x) hat im Punkt xg den-
selben Funktions- und Ableitungswert wie f:

p1(zg) = f(zo) und pi(zp) = f'(z0).

Kennt man auch die zweite Ableitung von f, so sucht
man eine ,bessere” Ersatzfunktion p->(x) mit

p2(zo) = f(zo),

p5(zo) = f'(zg) und p5(xg) = f’(z0).

Man verifiziert leicht, dass das Polynom zweiten Gra-
des

pa() = [(a0)+ 1 (wo)a—20)+ 22 (2-a0)?

die geforderten Eigenschaften erflllt.
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Taylorpolynom bzw. Taylorentwicklung

Kennt man nun die Ableitungen von f bis zur n-ten
Ordnung, so sucht man ein Polynom p,(x) n-ten
Grades mit der Eigenschatft

pn(z0) = f(zo) und pi(zg) = F*)(20)
fork=1,...n.

Definition

Das Taylorpolynom n-ten Grades von f
in g (auch Taylorentwicklung von f um
xo bis zum Grad n genannt) lautet (mit

£ (z0) := f(=0)):

n ) (x) k
(@) = 5 K (@ = o)
= f(:z:o)—|—f(1£f0)( —xg) +
_l_f ;?30)( —2130)2
(n) (o
i ”+f ( 0)( _ zg)"
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Taylor’sche Formel

Die Naherung ist in der Praxis aber nur dann ver-
wertbar, wenn wir Abschatzungen fir den Appro-
ximationsfehler R, (z) = f(x) — pn(x) angeben

konnen. Hierflr gibt es die Taylor'sche Formel.

Ist die Funktion f(x) in einer Umgebung
des Punktes =y genugend oft differenzier-
bar, dann gilt in dieser Umgebung
(k)
s = ¢ T okt R
mit dem so genannten Lagrange’schen
Restglied (Approximationsfehler)

F )
(n +1)!
Dabel ist £ eine Zahl zwischen =g und x
(xo < £ < zbzw. x < £ < x(), die i.Allg.
nicht bekannt ist.

Ry (x) = (& — xg)™ T
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Beispiel
Gegeben sei die Funktion f(x) = e*. Wegen

#(B)(2) = e* und damit f*)(0) = 1,

fur alle k = 0,1,2,..., ergibt sich ihr Taylorpoly-
nom n-ten Grades um den Punkt xo = O zu
n (k) 0 n k

k! k!

k=0 k=0
Auch das Lagrange’sche Restglied wird sehr ein-
fach O < &< xzbzw. xz < € <0):

(n+1) §
Rp(x) = / (€) (z—0)" 11 © ntl

(n+ 1)! (n+ 1)
Approximation der Zahl e (Taylorpolynom bei x = 1
auswerten):

e=el~10%01 41 /114 12/21 4 ..
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Spezialfall der Taylorformel: n = 0 (x = b und
To = a)

Sei f(x) stetig auf [a, b] und differenzierbar
auf (a, b). Dann gibt es ein £ € (a, b) mit

f(b) — f(a)

L = 1),

Geometrisch besagt dieser Satz, dass es wenigs-
tens eine Tangente an f(x) gibt, die parallel zur
Geraden durch die Punkte f(a) und f(b) liegt.
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Definition

Eine reellwertige Funktion f mit n un-
abhangigen Variablen ist eine Zuordnung,
die jedem n-Tupel (x1, x2,...,x,) € D ge-
nau eine reelle Zahl z zuordnet:

(1,25 +.yTn) —> 2 = f(x1,T25...,Tp)

Dabel heiBen D Definitionsbereich,

wl,wz,ooo,mn

Argumente (bzw. unabhangige Veranderli-
che oder unabhangige Variable).

z ist die abhangige Veranderliche oder
abhangige Variable, f(x1,x2,...,x,) der
Funktionswert an der Stelle (x1, z2,...xyn).

Die Menge aller Bilder heiBt Wertebereich
W.
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Dimensionen

Die Menge aller n-Tupel (x1,z>,...,zn) Mit x; €
IRfari=1,...,n wird mit IR"™ bezeichnet.
IR! ist also die Zahlengerade (d.h. die Menge al-
ler reellen Zahlen IR), IR? ist die zweidimensionale
Ebene und IR3 der dreidimensionale Raum.

Beispiel

a) Eine Ebene im IR3 kann durch die Gleichung
ax + by + cz — d = 0 dargestellt werden. Falls
c # 0, ist diese nach z auflosbar:

z=(—ar—by+d)/c= f(x,y).

Eine Ebene ist also auch durch eine Funktion
mit zwei unabhangigen Variablen x,vy darstell-
bar. Fiir diese gilt D = IR? und W = IR, falls
a %= 0 oderb # 0.




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Funktionsgraph

Funktionen zweier unabhangiger Variablen

z= f(z,y)

kann man — im Gegensatz zu hoherdimensionalen
Funktionen — geometrisch anschaulich darstellen,
namlich als Flache im Raum:

Man interpretiert (z,y,z) mit z = f(x,y) als kar-
tesische Koordinaten eines Punktes im Raum (IR3).
Die so erhaltene Flache wird auch als Funktions-
graph bezeichnet.

A z-Achse

P=(x,y,z=f(x,y))

y » y-Achse
0 /
X

‘/x-Achse )




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Schnittkurven

Hilfsmittel zur Veranschaulichung der in obigem Sinn
erzeugten ,Funktionsflache® sind nun Schnitte mit
speziellen Ebenen, die auf folgende Schnittkurven
fGhren:

e Schnittkurve mit Ebene z = z:
z = f(z0,y), = zo
e Schnittkurve mit Ebene y = yg:
z = f(z,90), ¥y = vo
e Schnittkurve mit Ebene z = ¢:
f(x,y) =¢c, z=c

Letztere ist Kurvengleichung in impliziter Form. Sie
wird auch als Hohenlinie oder Niveaulinie bezeich-
net, da ihre senkrechte Projektion in die (z, v)-Ebene
der geometrische Ort aller Punkte (z,y) mit glei-
chem Funktionswert c ist. Mathematisch ist die Ni-
veaulinie charakterisiert durch die Menge

Ic = {(z1,22) € D| f(z1,22) = c}.
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Beispiel
Gegeben sei die Funktion z = 22 + y2, D = IR?.
Es ergibt sich:

a) Schnittkurve mit (y, z)-Ebene (x = 0):
z = y2, 2 = 0: Parabel z = y2 in der (y, z)-
Ebene

b) Schnittkurve mit (x, z)-Ebene (y = 0):
2z = x2,y = 0: Parabel z = z2 in der (z, 2)-
Ebene

c) Schnittkurve mit der Ebene z = ¢, ¢ > 0O:
12 + y2 = ¢, z = c: Kreis in der Ebene z = ¢
mit Radius /c und dem Mittelpunkt (0, 0) (Ni-
veaulinie).
Insbesondere: ¢ = 0: Punkt (0,0, 0)

Als Flache ergibt sich daher ein Rotationsparabolo-
id.
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Beispiel — Fortsetzung
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Grenzwertbegriff

Wahrend bei einer Funktion y = f(x) auf der Zah-
lengeraden nur zwei Moglichkeiten der Annaherung
an einen Punkt x = z¢ existieren (namlich von links
x — xg— bzw. von rechts x — xg+), gibt es in der
Ebene natirlich unendlich viele Moglichkeiten der
Annaherung.

Definition

Eine Funktion z = f(x,y) hat an der Stelle
(xg,yo) den Grenzwert G, falls sich bei be-
liebiger Annaherung (also auf allen mogli-
chen Wegen) an den Punkt (xzg,yg) stets
der Grenzwert GG ergibt. Man schreibt dann

G = lim(g ) (2g,y0) £ (T Y)-
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Beispiel

a) Gegeben sind
z= f(z,y) =z+vy
und (xg,ypg) = (2,5). Dann gilt:
lim = |lim imy=24+5=7.
(z,y)—(2,5) vy T—2 x+y—>5y +

b) Zu betrachten ist
f(x,y) = sin(z® + ) /(2 + y°)
im Punkt (xg,yo) = (0,0): Setze
v = 12 —+ y2,
dann gilt

lim v = 0.
(z,y)—(0,0)

Also folgt far den Grenzwert (LHospital!):

im  sin(z? 4+ y2) /(22 + y?) =
(o) 0,09 (= +y°) /(= +y°)

= lim sinv/v = 1.
v—0
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Beispiel — Fortsetzung

Mexikanerhut

isis 7113
L
’ [/ '\AV'."”.\\\
XTI
X
N
LS

=

[ =
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Stetigkeit

Definition

Eine Funktion z = f(«,y) heiBt stetig an
der Stelle (g, yo), falls

li L y) = , .
(may)_l)r&&y()) f(m y) f($0 ?Jo)

Wie man am vorangegangenen Beispiel feststellen
kann, hat der Graph einer stetigen Funktion (,Mexi-
kaner-Hut’) keine ,Bruchstellen®.

Die Funktion aus dem Beispiel ist namlich im Punkt
(0,0) mit f£(0,0) = 1 stetig erganzbar.

Die ,Steilklippe® ist im Punkt (0, 0) nicht stetig erganz-
bar.
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Partielle Ableitungen 1.0rdnung

Gegeben sei die Funktion zweier Veranderlicher z =
f(x,y). Schneidet man die Flache z = f(x,y)
mit der Ebene y = yg, so erhalt man die Schniit-
kurve z = f(x,yg), y = yg. Die Funktion z =
f(x,yg) = g(x) ist nun eine Funktion in nur ei-
ner Variablen (namlich x). Ihre Ableitung (nach x)
fir x = x¢ gibt die Steigung der Tangente an die
Schnittkurve im Punkt Py = (:1:0, Yo, 20 = f(ajo, yo))
an, d.h.

tana = lim f(afo-I-A:B,yo)—f(on,yo).
Axr—0 AN

Ebenso ergibt sich fir x = xg die Schnittkurve z
f(xg,y), * = xg. Die Funktion z = f(xqg,y) =
h(y) ist ebenfalls eine Funktion in nur einer Varia-
blen (namlich y). Ihre Ableitung (nach y) fir y = yg
gibt die Steigung der Tangente an die Schnittkurve
Im Punkt (CE‘(), Yo, 20 — f(xo, yo)) an, d.h.

tan g — A”mo f(xo,y0 + AAy) — f(z0,y0) |
y— Y
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Geometrie partieller Ableitungen

A zZ= f(X’y)




Definition

Als partielle Ableitungen (1.0rdnung) der Funktion z =
f(x,y) nach x bzw. nach y an der Stelle (xq, yg) definiert
man die Grenzwerte

f(xo + Ax,yo) — f(x0,¥0)

Al;}ril)o A =: fz(x0, Yo)
bzw.
. .f(w09 Yo + Ay) — f(wOa yO) .
lim =: fy(xo0, Yo)-

Ay—0 Ay
Fir fi(xo,yo) bzw. fy(xo,yo) sind auch die Symbo-
le 0f/0x|(5y,y,) BZW- OF/0Yl(4,,y,) Ublich. Die durch
die Zuordnungsvorschrift (z,y) +—  fz(x,y) bzw.
(z,y) — fy(x,y) gegebene Funktion heiBt partielle Ab-
leitung(sfunktion) nach x bzw. vy.

aydIllepuBIBA aJaiys|\ — Bunuydaijenualalig
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Praktische Ermittlung der partiellen
Ableitungen

a) Bildung von f,: Behandle y als Konstante und
differenziere nach =.

b) Bildung von fy: Behandle = als Konstante und
differenziere nach y.

Man bedenke aber, dass obiges Vorgehen nur dann
moglich ist, wenn die jeweils zu betrachtenden Funk-
tionen einer unabhangigen Variablen selbst differen-
zierbar sind.




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Beispiel
Die partiellen Ableitungen von
f(z,y) =e “cosy

ergeben sich zu

fz(z,y) = —e ¥ cosy

(y und damit cosy wurde als konstant angesehen)
und

fy(z,y) = —e"*siny

(x und damit e~ wurde als konstant angesehen).
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Tangentialebene, totale Differenzierbarkeit

Partiellen Ableitungen = Steigungen der Tangenten
an einen beliebigen Flachenpunkt Py bzgl. zweier
spezieller Schnittkurven, die parallel zur z- bzw. y-
Achse verlaufen. Diese Tangenten spannen im IR3
eine Ebene auf. Wenn der Graph von f im Punkt
(zo, 0, f(xo,y0)) genlgend ,glatt” ist (d.h. keine
JKnicke* aufweist), dann ist diese Ebene offensicht-
lich tangential zur Funktionsflache und man nennt
sie Tangentialebene.

(X0,Yo,f(X0:¥0))
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Gleichung der Tangentialebene

Aufstellen der Gleichung der Tangentialebene an die
Flache z = f(x,y) im Punkt (zg, yg, z0) Mit zg =

f(x0,y0):
Als Ansatz fur die Ebene wahlen wir die Ubliche Ebe-

nendarstellung z = I(x,y) = ax + by + c. Die fol-
genden Forderungen dienen der Bestimmung von
a, b, c:

a) Die Steigungen der Ebene in z- und y-Richtung
missen mit den Steigungen der Funktion bzgl.
dieser Richtungen identisch sein, d.h.

fz(z0,y0) = lz(20,y0) = a
und

fy(zo,y0) = ly(zo,yo) = b.

b) Der Punkt (zq, yo, 29) muss nattrlich in der Ebe-
ne liegen, d.h. f(zg,yo) = l(xzg, yo). Damit gilt

[(z0,y0) = axg + byo + ¢
und somit

c = f(x0,y0) — azg — byo.
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Gleichung der Tangentialebene

Mathematik kompakt 117



Totale Differenzierbarkeit

Definition

Die Funktion z = f(«,y) heiBt total differenzierbar oder
linear approximierbar im Punkt (xzg, yg), falls die partiellen
Ableitungen fi(xo, yo0), fy(To, yo) existieren und gilt

lim | f(z,y) — t(z, y)|

(z,y)— (z0,Y0) \/(:13 —x0)? + (y — ¥0)? -
Dabel ist

0.

t(z,y) = f(xo,y0)— fz(x0, yo) (x—x0) — fy(z0, Yo) (¥y—y0)
die Tangentialebene in (g, yg)-

ayoljIepurIg/ 818Iys|N — Bunuyodalfenuaiayiq
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Wichtige Eigenschaften

Die folgenden Zusammenhange gelten all-
gemein:
a) z = f(x,y)istin (xg, yo) total differen-
zierbar, falls die partiellen Ableitungen
Jfz und f, existieren und in einer Umge-
bung des Punktes (xg, yg) stetig sind.

b) Ist z = f(x,y) in (xg,yg) total diffe-
renzierbar, dann ist f in (xg,yg) auch
stetig.

Man beachte aber, dass aus der bloBen Existenz
der partiellen Ableitungen i. Allg. nicht die totale Dif-
ferenzierbarkeit folgt. Ebenso lasst sich aus der to-
talen Differenzierbarkeit i. Allg. nicht die Stetigkeit
der partiellen Ableitungen folgern.
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Totales Differential

Definition

Das totale Differential von z = f(x,vy)
an der Stelle (xzg,yo) (zu den Zuwachsen
dx, dy) ist definiert durch

dz := fz(x0,yo) dz + fy(xo,yo) dy .
Analog nennt man

dz = frdx + fydy

totales Differential von z = f(x,y) an
der (laufenden) Stelle (x, y). In einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von (xg, yg) ist
das totale Differential dz eine gute Nahe-
rung fur den Funktionszuwachs

Az := f(xo + dz,yo + dy) — f(x0, yo)-
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Beispiel

a) Die Funktion

z= f(z,y) = zy

laBt sich geometrisch deuten: Sie misst die Flache
des Rechtecks mit den Seitenlangen x und y.
Anderungen von x um dx und y um dy liefern
den Funktionszuwachs

Az = (z+dz) (y+dy) —xy = ydxz+x dy+dx dy.

Das totale Differential ergibt sich zu

dz = fydz + fydy = ydx + x dy,
woraus far den Unterschied
e = Az—dz =dxdy

folgt. Man sagt daher auch, der Approximati-
onsfehler ist klein von zweiter Ordnung.




Gradient

Die partiellen Ableitungen einer total differenzierbaren Funktion werden zu
einem Vektor zusammengefasst:

Definition

Der zweidimensionale Spaltenvektor

d d T
grad f(wa y) — Vf(:]), y) -= ai(wa y)? a::;(wa y)

heiBt Gradient von f an der Stelle (xz,y). Fir £ = (z,y)T
wird er auch V f (&) geschrieben.

ayoljIepurIg/ 818Iys|N — Bunuyodalfenuaiayiq
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Beispiel
Der Gradient der Funktion

2= f(z,y) =%y’ +y+1

ergibt sich zu
T
( (z, y) (w y))

= (2zy?, 2% y+1)T.

Damit gilt beispielsweise

Vi(z,y)

V£(0,0) = (0,17,
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Richtungsableitung

Seien jetzt f : IR? — IR eine total differenzierbare
Funktion und Z,7 € IR? zwei fest gewéahlte Vekto-
ren. Dann betrachte man die Funktion h : IR — IR,
die durch

h(t) = f(Z + t7)

definiert ist. Die Menge aller Punkte der Form x© +
tv, t € IR ist offensichtlich die Gerade ¢ durch den
Punkt z parallel zum Vektor ©. Daher stellt die Funk-
tion A die Funktion f eingeschrankt auf die Gerade
g dar.

/
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Richtungsableitung

Von Interesse ist nun, wie stark sich die Funktions-
werte von f langs der Geraden g im Punkt & andern.
Auskunft dartber erhalt man aber, wie aus der ein-
dimensionalen Differentialrechnung bekannt, durch
die Ableitung h/(t) an der Stelle t = 0.

Definition

Fur eine total differenzierbare Funktion f :
IR? — IR ist die Richtungsableitung von f
im Punkt &£ in Richtung des Einheitsvektors
U (d.h. |¥]| = 1) gegeben durch

—lf( tv)|
L + tVU)|t—0-
+ t=0




Richtungsableitung

Da h(t) := f(Z + tv) eine Funktion der einen Veranderlichen t ist, kann
man deren Ableitung nattrlich nach Einsetzen des Argumentes durch Ab-
leiten bzgl. t berechnen. Es gibt aber auch eine Formel, die die Berech-
nung mittels Gradienten gestattet und meist weniger aufwendig ist.

Fur die Richtungsableitung im Punkt £ in Richtung v =
(v1,v2)T, |7] = 1, gilt:

d .o, .= - . .
A&+ t0)|t=0 = VFI(T) - T = fa(E) - v1 + fy(&) - v2-

Die Richtungsableitung ergibt sich aus dem Skalarprodukt
von Gradient und Richtungsvektor.

ayoljIepurIg/ 818Iys|N — Bunuyodalfenuaiayiq
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Beispiel
Zu bestimmen sei die Richtungsableitung der Funk-
tion

= f(z,y) =2y +y+1
inZ = (0,0)T in Richtung © = ( 12)T. Hierfiir
gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Man stellt die Funktion h(t) auf und differen-
Ziert nach t:

h(t) = f(@+t0) = f(t/V2,t/V2)
t*/4 +t/vV/2 + 1.

Es ergibt sich h'(t) = t3 + 1/+/2 und daraus
die Richtungsableitung h'(0) = 1/v/2.

b) Man berechnet die Richtungsableitung mittels
Gradient nach obiger Formel:

1
viT(%) -7 = (0,1) - ( @) =\%.

V2

Durch die Einschrankung auf ,Einheitsrichtungen®
erhalt man eine eindeutige Definition.
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Eigenschaften des Gradienten

Der Gradient hat zwei wesentliche Eigenschaften,
die nachfolgend aufgefihrt sind:

Fur den Gradienten gilt:

a) Falls Vf(Z) # 0, dann zeigt V £ () in
die Richtung, langs der die Funktion f
am schnellsten ansteigt.

b) Falls Vf(Z) # 0 und & auf einer Ni-
veaulinie C' von f liegt, dannist V f ()
senkrecht zur Tangente an die Niveauli-
hie C im Punkt Z.
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Definition von Extremwerten

Der Begriff Extremwert |asst sich im IR? leicht aus
der Definition fur Funktionen einer Variablen verall-
gemeinern. Gilt

f(Zo) < f(Z) bzw.  f(Zo) > f(Z)

in einer hinreichend kleinen Umgebung von z, dann
heiBBt £o lokales Minimum bzw. lokales Maximum
von f. Strenge und globale Extremwerte sind ana-
log zum IR! definiert. Die Abb. zeigt drei Extrema
der Funktion f(x,vy) = (22 + 3y2)el—2°—v°,

relative Maxima

)
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Bestimmung von Extremwerten

Falls g ein lokales Extremum von f(x) ist, dann
hat die durch

h(t) = f(Zo + tv)
(U beliebig!) definierte Funktion h in ¢t = O ein loka-

les Extremum. Notwendigerweise muss daher na-
tarlich »/(0) = 0 gelten, d.h.

0 =h'(0) = Vi (&) v
fir alle 7 € IR2. Also steht der Vektor V f(Zy) auf
allen Vektoren ¢ € IR2 senkrecht. Dies ist aber nur
fir den Nullvektor méglich, d.h V f(Z5) = 0. Geo-

metrisch bedeutet dies, dass die Tangentialebene in
o parallel zur xy-Ebene verlauft.

Falls I ein lokales Extremum einer total dif-
ferenzierbaren Funktion ist, dann giit:

Vf(il_f()) — 69

d.h. die partiellen Ableitungen mussen ver-
schwinden:

fz(Zo) = fy(Zo) = 0.
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Beispiel

a)

b)

Rotationsparaboloid f(x,y) = z2 4 y2: Nach
notwendigen Kriterium ergeben sich mogliche
Kandidaten flr Extremwerte als Losung der Glei-
chungen

g:23}=0 und g=2y=0.

ox oy
Einzig moéglicher Punkt ist daher (x,y) = (0, 0).
Da f(x,y) > O uberall, ist dieser Punkt tat-
sachlich ein relatives Minimum.

Gegeben sei f(x,y) = z2y2+y-+1. Die Funk-
tion hat den Gradienten

Vi(z,y) = (2zy?, 2z%y + 1).

Nach dem notwendigen Kriterium muss folgen-
des Gleichungssystem gelost werden:
of

= =2ay° =0, -=22"y+1=0
. Ty ay Ty +

Aus der ersten Gleichung folgt x = O odery =
0. In beiden Féllen ist dann aber 2z2y + 1 =
1 %= 0. Das System besitzt deshalb keine Lo-
sung. Damit hat f keine Extrema.
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Partielle Ableitungen 2. Ordnung

Fir eine gegebene Funktion z = f(x, y) berechnet
man die partiellen Ableitungen (1. Ordnung): f. und

fy-

Wenn diese ebenfalls partielle Ableitungen haben,
dann sagt man, dass f zweimal partiell differenzier-
bar ist. Die Ableitungen

9°f 0o (6]")7 o°f _ 0 (g)

0r2 Oz \Oz oy2 8—y Oy
und
02 f o (Of 02 f o [0f
Ox0y - ox <8y> ’ Oyox - oy (698)

heiBBen partielle Ableitungen 2.0Ordnung, die beiden
letzten Ableitungen speziell gemischte partielle Ab-
leitungen.

In Analogie zur Notation fz, fy fur die partiellen Ab-
leitungen 1.0rdnung sind hier folgende Abklrzun-
gen ublich:

frzzy fyy, fyz = (fy)z und  foy = (f2)y-




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Beispiel

a) Fir f(z,y) = zy + (z + 2y)? gilt

fr = y+2(z+ 2y),
fy = x4+ 4(z+ 2y).

Die partiellen Ableitungen 2.0rdnung ergeben
sich nun zu

fez =2, fyy =8 und fzy = fyz = 5.

b) Fir f(z,y) = z%y? +y + 1 gilt

fu
fy = 2z°y+1

2112,

und damit
Jox = 2927 fyy — 25172
und




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Satz von Schwarz

In den beiden Beispielen fallt auf, dass die gemisch-
ten Ableitungen jeweils gleich sind. Diese Eigen-
schaft gilt allgemein:

Falls die gemischten partiellen Ableitungen
stetig sind, so ist die Reihenfolge der Ablei-
tungen vertauschbar, d.h. es gilt stets

fwy — fya:




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Die Hessematrix

Die partiellen Ableitungen 2.0rdnung fasst man nun
Ublicherweise zu einer Matrix zusammen:

Definition

Sei f(x,y) eine Funktion zweier unabhangi-
ger Variabler mit stetigen partiellen Ablei-
tungen 2.0rdnung. Dann heif3t die Matrix

fmm(w()a yO) fmy(mOa ?JO)
fy:c (330, y()) fyy(wﬂa y())

Hessematrix von f im Punkt (g, yg)-

H(w()a y()) ‘=

Durch &hnliche Untersuchungen wie im IR1 erhalt
man mit Hilfe dieser Matrix nun hinreichende Bedin-
gungen fir Extremwerte. Dabei nutzt man aus, dass
sich die Determinante det H (xq, yg) der Hessema-
trix H nach dem Satz von Schwarz (fzy = fyz!)
ergibt zu:

fea (20, Y0) fyy(z0, y0) — fo,(z0, Y0)-




Hinreichendes Kriterium

Der Punkt (xq, yg) ist ein
a) relatives Minimum von f, falls die folgenden drei Bedin-
gungen erfullt sind:
) fz(xo,y0) = fy(xo,y0) = 0,
il) foz(zo,yo) > 0,
iii) fza(0, yo) fyy(®0, yo) — f2,(x0, yo) > 0.
b) relatives Maximum von f, falls die folgenden drei Bedin-
gungen erfullt sind:
) fz(xo,y0) = fy(xo,y0) = 0,
il) foz(zo,yo) <O,
iii) fza (w0, o) fyy (2o, ¥o) — f3,(z0, yo) > 0.
c) Sattelpunkt von f, falls gilt:
faz (0, Y0) fyy (w0, yo) — fa,(x0, yo) < O.

aydIllepuBIBA aJaiys|\ — Bunuydaijenualalig



Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Beispiel

a) Gegeben sei die Funktion

f(z,y) = 2* + 47,
fur die in friherem Beispiel bereits der Punkt

(zo,yo) = (0,0) als mdglicher Kandidat er-
mittelt wurde (f+(0,0) = f,(0,0) = 0). We-

gen
filf(a:7y) = 2z, fy(ﬂ?,’!j) = 2y
folgt
fez(z,y) = 2,
fa:y(iﬂ,y) — fy:c(af,y) =0
fyy(z,y) = 2.
Somit gilt
fz2(0,0) =2>0
und

Daher ist der Ursprung nach dem hinreichen-
den Kriterium (Teil a)) ein Minimum.




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Verallgemeinerung auf den IR"

Sei jetzt z = f(x1,zo,...,zn) €ine Funktion von
n unabhangigen Variablen z;, ¢ = 1,...,n. Dann
werden deren partielle Ableitungen 1. Ordnung durch

of Of of

dzx1 Oy’ T Oxp
bezeichnet. Die Ableitung nach x; ergibt sich, indem
man mit Ausnahme von z; alle Variablen als kon-
stant betrachtet und die Funktion nach z; differen-
ziert. Es gibt nun natiirlich n2 partielle Ableitungen
2.0rdnung: feizi 4, =1,...,n.

bzw. fa:l,fajgy 7f513n

Sinngeman gelten alle Aussagen der vorangegan-
genen Abschnitte. So erhalt man beispielsweise in
Analogie zum IR? das totale Differential

of of of
dz = ——d ——d oo+ ——dznp.
Auch im IR™ ist das totale Differential in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung eine gute Naherung far

den Funktionszuwachs.




Differentialrechnung — Mehrere Veranderliche

Verallgemeinerung auf den IR"

Zur Bestimmung potentieller Extremwertstellen muss
man nun ein Gleichungssystem von n Gleichungen
mit den n Unbekannten x1, ...,z l0sen:

fZU]_:O, f§U2:O, ,fagn:O
Im IR3 setzt man haufig
T1 =, Tp =Y, T3 =2

und betrachtet dann Funktionen f(x, vy, z). Zur Be-
stimmung von Extremwertkandidaten ist dann

fiU:O) fyzoa fZ:O

zU losen.




Anwendung — Preiselastizitat der Nachfrage

Okonomie: Preiselastizitit der Nachfrage

Untersucht man auf einem ,Markt* den Absatz ei-
nes bestimmten Gutes in Abhangigkeit von dessen
Preis, so ergibt sich haufig ein funktionaler Zusam-
menhang. Dieser lasst sich durch eine sog. Nach-
fragefunktion

y = N(p)

angeben, wobei y die nachgefragte Menge des Gu-
tes und p der Produkipreis ist. Solche Funktionen
werden in der Regel von Okonomen geschatzt, ha-
ben oft die Form y = ¢p® mit Konstanten ¢, € IR
und sind differenzierbar.

Eine wichtige Fragestellung ist nun die Sensitivitat
der Nachfrage y = N (p):

Um welchen Prozentsatz andert sich diese, wenn
der Preis ausgehend vom aktuellen Niveau pg um
x% steigt oder fallt?




Anwendung — Preiselastizitat der Nachfrage

Preiselastizitat und relativer Fehler

Da die gesuchte Anderung dem aus der differentiel-
len Fehleranalyse bekanntem relativen Fehler

Ay| _|dy| _ |f'(zo) -dz| _ |f'(z0)zo| |d=
Yy Yy f(z0) f(zo) 0

entspricht, gilt mitx =pund f = N

|ﬁ N ‘N’(po)po |dp

Y N(po) PO

Die Kennzahl

N'(po)p

e(N,pg) = (po)po

N(po)

heiBt Preiselastizitat der Nachfrage.

Diese gibt naherungsweise an, um wie viel Prozent
sich die Nachfrage bei einer 1%-Preismodifikation
andert. Mit Hilfe der Preiselastitzitat lassen sich nun
okonomische Sachverhalte ermitteln.




Anwendung — Preiselastizitat der Nachfrage

Fallunterscheidungen

- Unelastische Preisnachfrage:
Dieser Fall gilt fur || < 1. Die Nachfrage rea-
giert kaum auf Preisanderungen. Dieses Ver-
halten zeigt sich bei Produkten, die den Grund-
bedarf der Marktteilnehmer decken und nicht
substituierbar sind (z.B. Grundnahrungsmittel,
Energie, Kraftstoff).

- Elastische Preisnachfrage:
Diesen Fall hat man fir || > 1. Die Nachfrage
reagiert relativ stark auf (auch kleine) Preisande-
rungen. Das gilt vor allem flr Luxusguter.

- Wollkommen elastische bzw. unelastische Nach-

frage:
Diese beiden Grenzfalle ergeben sich fur || —
oo bzw. ¢ = 0. Im ersten Fall bewirken so-

gar ganz geringe Preisanderungen sehr starke
Nachfrageanderungen. Im zweiten Fall reagiert
die Nachfrage nicht auf Preisanderungen.




Anwendung — Preiselastizitat der Nachfrage

Preisflexibilitat der Nachfrage

Welche Preissenkung ist notig, wenn ausgehend vom
derzeitgen Absatz yo = N(pg) die Nachfrage um
x % wachsen soll?

Nachfragefunktionisti.A. invertierbar: Aus y = N (p)
kann man die Umkehrfunktionp = P(y) = N~ 1(y)
(Preisabsatzfunktion) bestimmen und wie oben de-

ren Elastizitat, die sog. Preisflexibilitat der Nach-

frage, berechnen:

Es geht aber auch einfacher: Benutzt man namlich
die Formel fur die Ableitung der Umkehrfunktion,
dann gilt:

1 _ N(po)
e(N, po) N’(lpo)po1
~ N(po) .pol' N{po)
= P'(yo) - Pluo) -yo = (P, o).

Die Preisflexibilitat ergibt sich also als der reziproke
Wert der Preiselastizitat.




Anwendung — Preiselastizitat der Nachfrage

Nachfragefunktion und Marktgesetz

Realistischere Nachfragefunktionen hangen meis-
tens nicht nur von einer Variablen ab.

Neben dem Preis p spielt nattrlich auch das durch-
schnittlich verfigbare Einkommen e der potentiellen
Kunden eine groBe Rolle: y = N(p, e).

Empirisch ermittelte Funktionen haben dabei haufig
die Form

N(p,e) = cp~ %’

mit konstantem ¢ € IR und reellen GroBen o >
0, 3 > 0. An der Gestalt der Funktion erkennt man
eine GesetzmaBigkeit des Marktes:

In der Regel ist die GroBe der Nachfrage umge-
kehrt proportional zur Hohe des Preises — je teurer
ein Produkt, desto weniger Konsumenten konnen
es sich leisten.

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen lassen sich nun
analog zum Eindimensionalen partielle Elastizitaten
bilden.




