13 Differenzialgleichungen

13.1 Funktionenriume
13.1.1 Definition Vektorraum aller Funktionen

Sei F die Menge aller Funktionen R — R, dann ist F ein Vektorraum. Seien fundge F,reR,
dann definieren wir f + ¢ durch (f + g)(x) := f(z) + g(x) (punktweise Addition) und = - f durch
(r- f)z):=r- flx).

Ein UVR ist zum Beispiel der Raum aller stetigen Funktionen. Das Untervektorraumkriterium folgt
hier aus den Formeln aus Abschnitt 4.4.6: Sumnmen und Produkte stetiger Funktionen sind stetig.
Beachten Sic dabei. dass konstante Funktionen ebenfalls stetig sind. Weitere Untervektorriume sind:
dic Menge aller beschrinkten Funktionen und die Menge aller differenzierbaren Funktionen. Kein UVR
hingegen ist z.B. der Raum aller unstetigen Funktionen, weil 0 (die Nullfunktion) stetig ist.

13.1.2 Lineare Abhingigkeit

Seien f und g aus F, f% 0, dann sind f und g linear abhingig genau dann, wenn es ein » € R gibt
mit 7 - f(x) = g{x) fiir alle x € R.

Beispiel 1: f(x) = 4x — 2 ist linear abhingig von g(z) = —6z + 3, denn —% - [ = g. Insbesondere
sind Funktionen mit nicht identischen Nullstellen immer linear unabhéngig.

Scien fi...f, aus F, dann heiBen fi,..f, linear unabhiingig < aus 7y - fi + ..+ 7 - fn = 0 folgt
ry = .. = r, = 0. Alle Funktionen der Form sin(kx), cos(kz), % 2

) 1__;11.7! 11 Z, '7". , -'I"S (A. e R) sind

linear unabhingig. Damit ist F ein unendlich dimensionaler Vektorraum.

Beispiel 2: Die Funktionen ¢” und ¢7* sind l.a. von den Funktionen sinh{z) und cosh(z). Es konnen
¢ und e~ ' durch sinh{xz) und cosh{z) linear kombiniert werden:

e’ = cosh(x) + sinh(x) e ™ = cosh(z) — sinh(x).

13.2 Homogene lineare Differenzialgleichungen
13.2.1 Def: Differenzialgleichung

Eine Differenzialgleichung (Dgl) erster Ordnung ist eine Gleichung, in der y, ¥’ und = vorkommen.
Beachten Sie dabei, dass y und 3/ Funktionen von x sind. Man schreibt dafiir f(y',y,z) = 0. Alle
Funktionen y. die die Dgl l6sen, heiflen allgemeine Lésung der Dgl. Eine zusétzliche Bedingung
y(xo) = yo heiflt Anfangswertproblem der Differenzialgleichung.

Beispiel: 3 —y = 0 ist eine Differenzialgleichung f(y',y,z) = ' — y. Man sieht sofort, dass y = ¢
und y = 0 die Dgl lésen. Tatsédchlich bilden alle Linearkombinationen dieser Funktionen die allgemeine
Losung der Dgl, wie wir aus Abschnitt 7?7 wissen: ¥ = ¢ - ¢* ¢ € R Dbeliebig. Ein Anfangswertproblem
(Awp) wire hier y(2) = 4. Mit diesem konnen wir das zugehdrige ¢ aus der allgemeinen Losung
bestimmen: (1/2) in y = ¢ - e eingesetzt ergibt: 2=c¢-¢! @ c= e—zf

Eine Differenzialgleichung (Dgl) n—ter Ordnung ist eine Gleichung, in der ¥, v’ ... ¥™ und z vorkom-
nien.
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13.2.2 Die Sitze von Peano und Pickard-Lindelsf

Dicse Siitze sind Existenz- und Eindeutigkeitssitze itber die Lésung von Dgln: Jedes Awp einer Dgl
erster Ordnung ist (lokal) eindeutig lgsbar. Die Lésung exisitert und ist eindeutig. Gibt man eine Dgl
ohne Awp vor. so besitzt die Losungsmenge in der Regel einen Parameter. Dies hat den praktischen
Nutzeffekt, dass Raten oder systematisches Probieren eine Losungsmoglichkeit darstellen - sollte man
eine Losung eines Awp gefunden haben, kann es ja keine weiteren geben.

13.2.3 Definition: Homogene lineare Differenzialgleichung

Gegeben sei die Differenzialgleichung ' — ay = 0 {eigentlich miisste statt = = stehen). Wir
versuchen folgenden ersten Ansatz (filr y # 0):

Yy = ay fEr ot eine Ubcrdosis : 'I'\
& a'yL’ = a durch y (fiir y # 0) geteilt — Mohemerkle f’o'ﬁ”’m .
s f *’,Lr dr = [adr  aufl beiden Seiten dr integriert 0,
& f 3 @y = ar+c; Substitutionsregel y - dr = dy
< luly = ar+¢  integriert und die é&'s zusammengefasst
= = 4™ potenziert
=y = e mit ¢ = ket #0

y = U lost die Dgl ebenfalls, damit ist die allge-
meine Losung y, = ¢ - ™ mit ¢ € R.

Az

Als zweiten Ansatz der Dgl raten wir die Losung y = e*®, wobei & noch zu bestimmen ist. Danach

setzen wir unsere Losung (mit ¢/ = A+ e*®) in die Dgl ein:
AeM g eM=0 & (A~a)-eM=0 & X=aweil ™ #£0 ist.
Mit diesem Ansatz haben wir fast die allgemeine Losung (weniger aufwendig) gefunden.
Verallgemeinern wir diese Problemstellung, so ergibt sich die Dgl n—ter Ordnung
y" tany™ D ey’ +ary tagy = 0.

Diese Dgl heilt homogene lineare Dgl mit konstanten Koeffizienten (hlDgl). Dieser Typ Dgl
kann immer durch den Ansatz y = ¢** gelost werden (siche Abschnitt 13.2.6).

13.2.4 Satz: Das Superpositionsprinzip

Gegeben sei eine hlDgl n—ter Ordnung und seien y; und gy, Losungen der Dgl und sei r € R, dann gilt
T - y1 + 2 10st die hiDgl. Die Losungen einer hlDgl bilden also einen Untervektorraum von F' (sofern
diese aufl ganz I3 definiert sind).

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir n = 2 (fiir allgemeines n geht der Beweis analog). Eine hlDgl
2-ter Ordnung ist von der Form ¢ + @) - 4 + ag -y = 0. Wenn y; eine Lésung der hlDgl ist, dann gilt
y! +ai-yi + ap-y1 = 0. Wir setzen 7 - y; + y2 in die hlDgl ein:

(rey )" +ar-(r-y +ye) +ag- (r-m +u2)
eyl g tar ooyl tar vy tan Ty +ag-ye2  Ableiten ist linear
re(ul F ey ag )+l ey + ey

i

= - 0 + 0 =0 gy und yy losen die hiDgl
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Eine Basis des UVR nennt man Fundamentalsystem. Das Superpositionsprinzip gilt auch fiir ho-
mogene Dgln der Form

W fa(@) T L fale) "+ filE) Y+ fole) oy = O

Deshalb heifit eine Dgl dieser Form homogene lineare Differenzialgleichung.

13.2.5 Beispiel: Lsen von hlDgl

Wie im Abschnitt 13.2.3 erwithnt kann der Ansatz y = e*® zur Losung einer hlDgl versucht werden.
Wir betrachten zunéichst cin Beispiel: Wir méchten die hlDgl " — 3’ — 6y = 0 l6sen. Dazu setzen wir
y = e in die hiDgl ein (" = A2 - e*¥):

MM XM e =) o e)“'-()\g—)\—(i)zo s pA) =X -X2-6=0

Aus der hlDgl ist ein Polynom geworden (das sogenannte charakteristische Polynom), wobei sich
y™ in A® verwandelt hat (das ist kein Zufall). p(A) = A2 —=A—6 =0 < A = 3 oder A = —2. Das heifit,
dass die Funktionen y; = ¢3® und yy = e~2% die hlDgl ldsen:

Probe mit 41 = €3 (™) = (%) — 6% = 963 -3¢ —6¥ = 0

Nach dem Superpositionsprinzip 13.2.4 sind alle Funktionen der Form y, = ¢ -y + ¢ - yo = ¢; - €77 +
c1 - e7# Lisungen der hiDgl und nach Abschnitt 13.2.2 sind dies auch alle Lésungen der hlDgl.

13.2.6 Satz: Losen von hlDgl mit verschiedenen, reellen Nullstellen von p(\)

Wir betrachten jetzt eine allgemeine hiDgl n—ter Ordnung 3™ +a, 1y V+... +agy” +a1y +agy = 0.
Wenn wir hier y = eAx einsetzen, so erhalten wir

PA) = NAda A" e tad+ae = 0

Das Polynom auf der linken Seite p{A) der Gleichung heifit charakteristisches Polynom der hiDgl
und ergibt sich dadurch, dass man die & — te Ableitung von y durch A* ersetzt.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siche Abschuitt 6.1.3) hat cin Polynom n—ten Grades genanu
7 {komplexe} Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit oft gezilhlt. Wir betrachten zuniichst den
Fall, dass alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms reell und verschieden sind. Sei p(A) =
(z —by) - ... (& —by), damis sind by, .., b, die Nullstellen von p{}). Die allgemeine Losung der hlDgl,
die das charakteristische Polynom erzeugt, ist:

mm=cr- e ey b, e firallegeERi=L.n

Die Funktionen sind voneinander linear unabhingig und auf ganz R definiert.

13.2.7 Beispiel: Die Dgl /""" =y

Wir wollen die hiDgl " — ¢ = 0 16sen. Die Ergebnisse y; = e*, yo = sin(z), y3 = cos(x), sowie nach
kurzer Uberlegung 34 = e~ kénnen erraten werden und die Lésungen sind L.u. Weil der Ergebnisraum
nach Abschnitt 13.2.2 vierdimensional ist, ist die allgemeine Losung y, = ¢;-e® +ca-e™% +c3 - sin{z) +
¢q - cos(z). Diese wollen wir nun mit dem Ansatz y = e* verifizieren. p()) = A! — 1 hat die Nullstellen
by = L.y = —1.b3 = i.by = —i. Damit werden mit den Lésungen e? und e~ auch e und e™*F
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berechnet. Nach der Eulerformel ist € = cos(z) +isin(z) und e™'* = cos(x) —isin(x) - wir vermuten,
dass ¢ und ¢ von sin{z) und cos(z) linear abhiingig sind:

dy e +dy e = d)(cos(x) + isin{x)) + da(cos(x) — isin(zx))
= cos(z)(d) + d3) + sin{z)(i(d; — d2))
sin(x) und cos(r) spannen {komplex gesehen) den gleichen Untervektorraum wie ¢ und ¢” auf.

Bitte beachten Sie, dass wir aber reelle Funktionen betrachten und trotzdem einen Umweg iiber das
Komplexe gegangen sind. Dabei haben wir uns einen Faktor ¢ vor dem Sinus eingefangen, der nicht
mehr wegzudiskutieren ist. Dennoch stimmen die Ergebnisse, was nach Abschnitt 13.2.2 als Losung
ausreicht.

13.2.8 Satz: Lisen von hlDgl mit komplexen Nullstellen von p{})

Seien a.b € R. Wir 16sen die hiDgl 4" — 2ay’ + (o + b*)y = 0. Das charakteristische Polynom
p(A) = A% — 2aA + a® + b2 ist null fiir

2 _ 4{g? 2 — 452
= 2ai\/(2a)2 da? +8%) 2a:t:\2/ e

Damit wird der Losungsraum von den (komplexen) Funktionen elathi)z g ela— 407 arzengt. Wieder
wenden wir die Eulerformel an:

dy -elerbdr g, ola=bz = 087 (cos(bx) + isin(hz)) + d2e®(cos(bz) — i sin(bz))
= cos(bz) - ¢®*(dy + dy) + sin(bz) - e (i(d) — da))

Die allgemeine Losung der hiDgl ist also y, = e; - cos(bz) - €*® + ¢g - sin{bx) - e*7.

13.2.9 Satz: Das Reduktionsverfahren von d’Alembert

Wir betrachten die hlDgl ¢ — 4y’ + 4y = 0. Das charakieristische Polynom liefert 2 als doppelte Null-
stelle. Damit 16st y; = €T die hiDgl. Nach Abschnitt 13.2.2 ist der Lésungsraum aber zweidimensional.
Wir haben also eine Losung (Lésungsdimension)} gefunden und suchen noch eine zweite Lésung. Dazu
withlen wir den Ansatz ys = g(xr) - €%, Es gilt nach der Produktregel ¢, = ¢'(z) - €2* + g(x) - 2¢** und
Yl = g" () - e + 4¢'(x) - €2 + 4g(x) - €. y in die hiDgl eingesetzt crgibt:

(9" (z) - ™ + 49 () - € + 4g(x) - ) — 4 (¢' (z) - ¥ + glz) - 262I) +4g(z)-e* = 0.

Erstaunlicherweise hebt sich fast alles weg, bis auf ¢"(x) - ?* = 0 also ¢"{x} = 0. Also ist g(x) linear,
also von der Form ¢(x) = ¢y + ¢p. Damit ist y» = yp = (e1Z + o) - > und beinhaltet y;(x). Wir
machen die Probe. Dazu berechnen wir (i - €2 = (e®® - (1 + 22)) = ** - (4 + 4x)

(‘{clm + ep) - e'“)” -4 ((c1z + o) - egr)’ + 4 {(c1z + cp) - €*F)
= 7. (e1(4+4x) +4ep — 4(er (1 +22) + 2¢0) +derz +4cp) = 0

Dicser Ansatz briugt eine neue Lésungsdimension, denn xe?® ist von ¢** lincar unabhingig (z..
wegen der Nullstelle), Interessanterweise haben wir eine Lsung investiert wn cinen neue und die
Losung selbst wieder herauszubekommen (Katalysatorprinzip).

Verallgemeinert ergibt sich: Ist das charakteristische Polynom einer hlDgl von der Form (A — Ap)*
(k € N) so ist die allgemeine Losung der hiDgl

ke

k-1 2
yn = (o1 + 2 +.+cr+ C[})CAOI-
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Dies gilt auch fiir mehrfache komplexe Nullstellen.

Bemerkung: Der Ansatz von d’Alembert 148t sich auch auf Dgln der Form " + fi{z)y’ + fo(z)y =0
anwenden. Wir erhalten hier In |g'(z)| = [ (—ﬂﬁ—{;llm—yl) dr (ohne Beweis).

Fazit: Die allgemeine Lésung jeder hlDgl 1ifit sich aus den Anséitzen in den Abschnitten 13.2.6, 13.2.8
und 13.2.9 kombinieren. Alle méglichen Losungsfunktionen sind (wie in Abschnitt 13.2.4 gefordert)
auf R definiert. Analog zur Partialbruchzerlegung ist jede hlDgl 16sbar.

13.2.10 Satz: Trennung der Variablen
Wir wollen die homogene lineare Dgl 3/ — e -y = 0 losen. Fiir y # 0 gilt:

Yy~ y=0& 1=y & %-FI
integriert dir ergibt sich mit der Substitutionsregel der Integration (y' - dz = dy):

/—(Lr—f Tdr & /——e +é & hnlyl=e*+é © y=c- et

Yallg = €~ ¢*" ist die allgemeine Losung der Degl.

Verallgemeinern wir diesen Ansaiz (fiir y # 0):

v+ folx)y=0 & % ~ folz) o [2=] foiv
Inly|=—-IF(z)+¢é & y=c- e 707

Noch weiter verallgemeinert: Lait sich eine Dgl auf die Form ¢/ - g(y) = f(z) (f und g stetig) bringen,
so ergibt sich filr 4:

[v-swiy=[f@)d & 6w =Fl)te & y=6"F@+q
Dies gili, sofern G(y) bijektiv ist.
13.2.11 Beispiel: Systeme linearer Dgln (Matrixexponentialfunktion)

Es sollen die Dgln ?,'1 = + 2y und y5 = 2y; + yo erfiillt werden Dazu losen wir die erste Gleichung

nach g auf: g, = 4 2' , leiten diese Gleichung ab: y) = —u und setzen beides in die zweite Dgl
(yo = 2y1 + y2) el j—z—’l = 2y + 1%’" Auf diese Weise ha,ben wir aus zwei Dgln erster Ordnung

eine Dgl zweiter Ordnung gemacht (und g2 eliminiert):

y] —2y] — 3y =0 hat die allgemeine Losung ally = 16’ 4+ cpe .

_h—m
2

3 —r

¥ e’’’ — e

1 )
= 5(3c1(331‘ —e9e” T — (1™ + epe”T))

2

Man kann das System von Dgln auch vektoriell schreiben als
!
v _ 123y [ d r A
(rfé) (21)(!!2) eder =AY
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Az
. - V1€ v . : : . _—
Wir setzewn §f = ( 1e A ) = ( ! ) - ¢**, In die Matrixgleichung eingesetzt ergibt sich:

Uye

,Ar (3 _ 12 ./\1. ™" N o 12 _ 1. . ()
Ae (‘”2)—(21)8 v oder 0 = 9 1 Ay v

Diese Gleichung wird gelést, wenn A ein Eigenwert und ¢ ein Eigenvektor von A ist. Die Eigenwerte

von A sind 3 (EV ( } )) und —1 {EV ( _11

_‘_ yl o - l -3IB - 1 -_:1:
¥y = (yz) = (1) e 4 cg (_1) e .

Allgemein kann dieser Ansatz kann nur gewihlt werden, wenn die (n— dimensionale) Matrix A n
voneinander linear unabhingige Eigenvektoren hat. Bei Scherstreckungsanteilen muss der Eliminati-

) ). Damit gilt fir die allgemeine Lésung

onsansatz verwendet werden.

01

129 ) - . Diese Matrix hat den doppelten Eigenwert 1

Beispiel: Gegeben sei das System ' = (

! . Durch Elimination erhalten wir diec Dgl 47 — 2y + 1 = 0 und als
1 1 g1

Losung mit Abschnitt 13.2.8 ;3 = (12 + co)e®. Fiir yo = y} ergibt sich y2 = (e1z + ¢ + ¢p)e” und
damit die allgemeine Lésung

. (251 _ c1 .. o -
47 (?fz) ((ﬁ)"H(ClJrCU))e'

Bemerkung: Man kann auch cine Dgl n—ter Ordnung als System von n Dgln erster Ordnung auffas-
sen. Beispiel: Die hlDgl 4 —6y" 4+ 11y —6y = 0 (mit der allgemeinen Lésung ya, = 16" +c2e* +c3€%%)
kann umgeschrieben werden durch den Ansatz: yo = ¥ y3 = v4 = ¥" 2u ¥} — 6ys + L1y — 6y = 0. Mit
y = 1 ergibt sich die Matrix

aber nur einen Eigenvektor (

7 0 1 0
iy =1lv] =10 0 1]-7
vh 6 —11 6

Die Matrix hat das charakteristische Polynom —A3 4+ 6A% — 11X + 6 = 0 (dies entspricht fast dem
charakteristischen Polynom der Dgl) und damit die Eigenwerte A; = 1, Ay = 2 und A3 = 3. Die

1 1 1
Eigenvektoren sind 7 = 1 |.ip=1] 2 |und?d3=| 3 | und damit die allgemeine Ldsung des
1 4 9
Systems:
1 1 1
i = ol 1 |-+l 2 | - +e| 3|7
1 4 9

Fir uns relevant ist hier nur die erste Zeile.

13.3 Inhomogene lineare Differenzialgleichungen
13.3.1 Definition: Inhomogene lineare Differenzialgleichungen
Eine Dgl der Form vty Y+ Lty tay ey = flx)
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lLeiflt inhomogene lineare Differenzialgleichung mit konstanten Koeflizienten (ilDgl). f(z) heiBt
Storfunktion der ilDgl.

Beispiel: 4 —y = 1 ist eine ilDgl. Offensichtlich 1gst die Funktion y, = —1 die ilDgl - aber auch
Ysps = —1 + €. Die —1 erzeugt das f(z) und ¢” ist eine Losung der zugehorigen hlDgl ' — ¢ = 0 und
hebt sich weg. Insgesamt lésen alle Funktionen der Form ygy = —1 + ¢p - €* die ilDgl.

Die allgemeine Lisung besteht also aus einer speziellen Losung der ilDgl g und der kompletten
Lésung der zugehdrigen hIDgl yx: Yaug = ¥sp + yn- Die Losung einer hlDgl war c¢in UVR von F - somit
ist die Losung ciner ilDgl ein um y,p verschobener UVR von F. Ysp kann analog zu einem Aufpunkt
einer Geraden im Raum gesehen werden.

13.3.2 Satz: Die Storfunktion ist ein Polynom

Sei f(x) die Stérfunktion einer ilDgl n—ter Ordnung und sei f(x) ein Polynom vom Grad &, so kann
als spezielle Losung der ilDgl ein allgemeines Polynom vom Grad k angesetzt werden.

Beispiel: Zu losen sei die ilDgl 4’ — y = 2 — 2, dann ist n = 1 und k = 2. Als spezielle Lésung setzen
WIr Y, = Do + by + by an: y"gp = 2byx + b;. In die Dgl eingesetzt ergibt sich:

War + by — (x> + bz +by) = —bax® + (b —b)x+by+b; = z° -2
Koeflizientenvergleich ergibt das LGS

—by=1 26— =0 by+b =-2 = by=—1,bp =2 und b =0.
Damit 16st ., = —x* — 2z die iLDgl. Die allgemeine Losung ist Yallg = —z? — 21 + ¢ €”.

Bemerkung: wenn f(r) als Potenzreihe darstellbar ist, kann als spezielle Lésung such eine allgemeine
Potenzrethe angenomimen werden, Der Koeffizientenvergleich ergibt in der Regel eine Rekusionsglei-
chung (siehe Abschnitt 77) deren Losung die allgemeine Losung der ilDgl ergibt. Die Schwierigkeit liegt
darin, die Reile wieder in expliziter Form darzustellen, was selbst bei einfachen Beispielen schwerf3llt.

2r

Beispiel: Die Dgl ' — y = ¢** hat als spezielle Losung Ysp = e-* und man erhilt die Rekursions-

gr—1 . 0 N S,
+ Z2=L, Hitten Sie gesehen, dass mit ag = 1 a, = i—, ist (ohne es vorher zu

gleichung a, = =5 =

wissen)?

13.3.3 Beispiel: Systematisches Probieren

Sei f(x) = ¢** die Stérfunktion einer ilDgl, so kann als spezielle Losung der ilDgl die Funktion ¢ - e
angesetzt werden. Der Ansatz funktioniert natiirlich nicht, wenn e Lésung der zugehérigen hilDgl
ist.

Beispiel: Wir losen die ilDgl y' — y = €. Wir setzen y,, = ¢¢’® an, dann gilt yip = 3ce?? - in die
ilDgl eingesetzt ergibt sich:
3ce® —ee™ = €7 o =

Also ist die allgemeine Losung a1y = %e"lx + cpet,

Beispiel: Wir losen die ilDgl y' —y = sin(x). Analog zu oben versuchen wir zuerst yg, = ¢-sin(z)} und
setzen i, in die ilDgl cin: ¢ cos(x) — - sin(z) = fsin{x) kann nicht geltst werden. weil plétzlich ein
cos(ix) mit erschienen ist. Als zweiten Ansatz wihlen wir y, = ¢ - sin(x) + d - cos(x):

¢-cos(x) — d-sin(x) — (c-sin{z) + d - cos(z)) = sin{x)
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. . 1
Kocflizientenvergleich erzeugt das LGS ¢—d=0 —-d—-c¢c=1 = d=c= =5

= Yallg = i("ln( ) + COL-,(JL')) +cre

Fazit: Bei einer ilDgl ist der Ansatz ysp = ¢ - f{z) einen Versuch wert, aber fiilirt nicht immer zum
Ziel.

13.3.4 Satz: Die {(eindimensionale) Variation der Konstanten

Wie im Abschnitt erwihnt versagt der Ansatz y,, = ¢- f(x), wenn f(z) selbst Losung der zugehdrigen
hlDgl ist. Dieser Fall heiit Resonanz. Als Beispiel wihlen wir 3’ —y = e”. Hier ist y, = ¢ -¢”. Analog
zu d’Alembert (siche Abschnitt 13.2.9) setzen wir ysp = g(z) - y an. Hier ist also y., = g(x) - €™ und
Yip = (¢’ () + g(x)) - *. In die ilDgl eingesetzt ergibt sich:

(f'(x) +g(x))- e —glz) =" & ¢gE)=1 & glx)=z+c

Die vermutete spezielle Losung ist ysp = (24 ¢) - e tatsichlich ist dies nicht nur eine spezielle Losung,
sondern sogar die allgemeine Losung (wieder der Katalysatoreffekt).

Dieser Ansatz 1af1 sich auf Dgln der Form 3’ + fo(x) - ¥ = f(z) verallgemeinern. Es handelt sich um
eine ilDgl, wenn fy(z) konstant ist. Sei yp, cine Losung der homogenen Dgl, dann setzen wir wieder
Ysp = gl) - yp an. Damit ist g, = ¢’ () - yn + g(x) - 3, In die Dgl eingesetzt ergibt sich:

9'(x) - yn + g(z) - y,,+fo(%) glz) -y = flz)

< g9(z) - (p + fol(z) - un) +9'(x) - = f()
0 yp l0st die homogene Dgl

= glzy = L2

Damit ist ysp = yn - g(x) = yn- f M dr die allgemeine Losung der Dgl (unter der Voraussetzung, dass
[ flr}

m dx berechnet werden kann)

13.3.5 Satz: Die (zweidimensionale) Variation der Konstanten

Gegeben sei eine Dgl der Form 3" + f1(x) -y + fo(x) -y = f{z) und cin Fundamentalsystemn der Losung
der zugehorigen hiDgl sei iy und y2 (1 und y2 erzeugen den Losungsraum der hlDgl). Um eine Lisung
der ilDgl zu finden wihlen wir folgenden Ansatz:

ysp = q1{z} - 11 + g2(x) - 32
Die Konstanten ¢; und ¢ wurden durch zwei Funktionen gi{z) bzw. ga(x) ersetzt (daher der Name).
yﬁp = g(x) -y + o lx) - yy + 93(x) - y2 + g2(z) - ). Durch die zwei Funktionen g, () und go(x) haben
wir zwei Freilheitsgrade, aber nur eine Gleichung (die Dgl) zur Lésung. Da nur eine Lésung gesucht
wird, kann man eine zusdtzliche Gleichung fordern, wie z.B.
@) -y +ga(e) =0 = y,=g() v+l

Yop = g1{x) - 4] +g1(x) - y) + g2(x) - v5 + gh(z) - yh. Dies setzen wir in die ilDgl ein:
Oyl gty g v+ fi (g v+ g2 w) + fo - (91w + g2 pe)
= g (y’l’ + fiyh + fuyg) +g2- (y-’z' + fius + fnyg) + 91 Y g v

0 0
> gy oy = fla)
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Wir haben also die zwei Forderungen
gi(w) oy + ga(x) cyy = fx)  und iz} -1+ gh(r) y2 =0

Dies entspricht einem LGS fir gi (z) und g5(z).

g+ gy =0 — ()= - —eviy = 0

I I I I Fo_

g+ 9y = flzy -y = g+ gy, = nf
gnvh —vie) = nf

v 1
Damit folgt g; = [,J;f, dz und go = / ,Jl—f, dx
i — Wi mus — Yy

Eiue spezielle Losung ist also gefunden werden, wenn man die Integrale lésen kann.

13.3.6 Beispiel: Die (zweidimensionale) Variation der Konstanten

Gesucht ist eine spezielle Lasung der ilDgl 4 — 33/ +2y = ¢*. Als yy, berechnen wir durch A2—3A+2 =0

A = # =1 oder 2 = y; =% yo = 2T und y;, = ¢ - ¥ + 3 - €**. Es liegt also Resonanz
vor. Wir setzen y,, = g1(x) - e* + g2(z) - €2 an. Die zwei Integrale lauten:
2r .x
M = [‘_E-r:r—ztlﬁdJ = f—ld;L‘ = —r+a¢
T v _ _
g2 = f(IZQE—f,JezfdJ = jerdm = —er‘i'cz

Damit ist die spezielle {(sogar die allgemeine) Lésung
yp = (—zte) e +(—e T +ey) e
Dic speziclle Losung (¢) = ¢p =0) y5p = (—z — 1) - * 10st tatsdchlich die Dgl:
Yp = ((mz—1)-ef)" = ((-x=2)-¢") = (-x=3)-c°
in die Dgl eingesetzt:

(- —3)- e =3((—z—-2)- ")+ 2((—x—1)- &) = &
13.4 Wachstum

13.4.1 Die Wachstumsarten der Schule

In der Schule haben Sie vier Wachstumsarten kennengelernt: lineares, exponentielles, beschrinktes
und logistisches Wachstum.

lineares Wachstum B(t+1})=B{t)+m m = Geradensteigung
expouentielles Wachstum — B{t + 1) = B(t) + k- B(¢t) =¢g-B#)mitg=1+%
beschrinktes Wachstum — B{t + 1) = B{{) 4+ k- (5 — B(t))

logistisches Wachstum B(t+1)=B(t)+k-B{t)- (S — B{t)

Alle Wachstumsarten sind von der Form: B(t + 1) = B(1) + f(B(#)). Wenn die Schrittweite auf A > 0
verkleinert wird, so dndert sich das Wachstumsgesetz bei linearer Approximation:
B(t+ h) — B(t)

B(t+h) = B{)+h-f(BE) 3 = F(B())
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fiir # — 0 crgibt sich eine Gleichung der Form
B'(t) = f(B(t)). Schreiben wir nun y statt B(¢),
so ergibt sich fiir die einzelnen Wachstumsarten:

lineares Wachstuim Yy
exponentielles Wachsium ¢ =k -

beschrinktes Wachstum ' =& (5 —y)
logistisches Wachstuin y=ky-(S—-y

Dies sind Differenzialgleichungen, die Sie mit
Schulwigsen nicht Lisen konnten. Bitte beach-
ten Sie, dass eine Anderung der Schrittweite
auch eine Anderung der Losungsfunktion bedeu-
tet. Wenn Sie einen kontinuierlichen Vorgang be-
trachten sollten Sie immer den
Differenzialgleichungsansatz nehmen (Beispiel: Ein Patient bekommt ein Mittel, dass scin Kérper zu
einen bestimmten Prozentsatz ausscheidet), bei einem isolierten Vorgang (Beispiel: Bazillenvermeh-
rung) die Wachstumsgleichung (Rekursion).

Anmerkung: Die vollstindige Richtigkeit dieser Anwendung darf bezweifelt werden.

13.4.2 Die Losung der Dgln

Diese Losung ist bei linearem und exponentiellem Wachstum einfach:

linW: ¢ =m & y=mz+c exp W: y’—k-y=()ﬁ-y=c-ekr

Beim beschRiinkten Wachstum ist die Dgl 3 + ky = kS. Die homogene Lésung ist yp, = ¢+ ¢~*7, eine

inhomogene Losung ist ysp = kS, weil die Stérfunktion f(x) = &S, also konstant ist. Damit ist die
allgemeine Losung yoy, = ¢ ek + kS,

13.5 komplexes Wurzelziehen
13.5.1 Satz: Potenzieren von komplexen Zahlen

Sei z =a+ bi. n € N dann miisste 2" = (a + bi)" mit Hilfe der binomischen Formel (2.2.5) berechnet
werden. Belm Potenzieren ist es zweckmiiflig, die Polarkoordinaten zu verwenden: z" = (r - &) =
7. ety Spegiell gilt |z|® = |2"|. Der Beweis der Formel ist in Polarkoordinaten (mit |e*?]| = 1)
trivial:

Izn| — Iri"l . el’ﬂ.'ipl — |,r'ﬂ.| R |61‘Tl'&,ﬁl — T" = Iz{ﬂ

In kartesischien Koordinaten sei nur der Beweis fiir n = 2 notiert:

l{a + 0i)? = |0 + 2abi ~ 2] = /(02 — 02)2 + (2ab)2 = Va! — 20202 + b + da?b?

= Vat + 2222 + B! = 40 = |a+ bif?

13.5.2 Satz: Der Fundamentalsatz der Algebra
Eine Funktion p : € — € der Form p(z) = 377, a;zl a4, € C, j = L.n a, # 0 heiit (komplexes)

Polynom vom Grad n. Die Funktion p(z) = 0 gilt auch als Polynom - diesemn wird aber kein Grad
zugeordnet. Iiir kemplexe Polynome gilt der Fundamentalsatz der Algebra:
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Ein Polynom n—ten Grades hat genau n Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit oft gezdhlt.

Damit zerfillt jedes Polynom im Komplexen in Linearfaktoren. Seien z)..z; die Nullstellen des Poly-
noms p(z) also p(z;) = 0 mit den Vielfachheiten vy..vp, dann gilt 1 £k <n, 1 <v; <n, Z;-":l v, =n
und

i1
Zujzj = ap-{z—2)" (2 -z
1=1

Bei Funktionen mit komplexem Definitionsbereich schreiben wir f(z), um diese von Funktionen mit
recllem Definitionsbereich f(z) zu unterscheiden.

13.5.3 Satz: Komplexe Nullstellen reeller Polynome

Beginnen wir zuniichst mit einem Beispiel: Sei p(x) = #* + 2x + 2. Wenn wir die Nullstellen von p(z)
berechnen wollen bendtigen wir die Mitternachtsformel:

. -2+ +v4-38 —-2& /-4 -2+
:,12 = = =
‘ 2 2 2

= —1xi

Die Nullstellen von p sind komplex und sie konnten wie gewohnt berechnet werden. Komplexe Null-
stellen erhalten wir, wenn der Wert unter der Wurzel negativ ist. Aus der Beschaffenheit der Mitter-
nachtsformel folgt, dass bel reellen quadratischen Polynomen komplexe Nullstellen zp immer paarweise
auftreten und die zweite Nullstelle immer Z; ist (paarweise konjugiert komplex). Sei p{z) ein reelles
Polynom mit ¢y = 1 und mit der Nullstelle zy = a + i (b # 0), dann gilt

plz) = (e—=(a+bi)) - (x—(a=b)) = 222+ +b = z%—2R(z)z + |20/
Beispiel 2: Wir berechnen 2 — 4x + 13 = 0

4+ 42 =-4.
Ty = 5 LR S

= 243

13.5.4 Satz: Die komplexe Mitternachtsformel

Die Mitternachtsformel gilt auch fiir Gleichungen der Form az? 4+ bz + ¢ = 0 wobei a,b,c € Ca #0
sind. Aus dem £V — dae wird cine komplexe Wurzel */0? — 4ac. Bei der Anwendung sollte aber die
Diskreminante D = 0% — 4ac in Polarkoordinaten umgerechnet werden.

Beispiel 1: Wir berechnen x? + i = 0:

0+o/=8  aeF  22.6% gp _Ziti 1o
= 25T =

il’f]“g = 2

Beispiel 2: 2° — (5+5i)z + 131 = 0

A4 50t /25 H501—25—1-138

[N XN Wy PR TR Y, ,;lr .
212 = "+'"sz 4= e 22 1} in Polarkoord.

2
3 i
S4hi4V2e 1" Bthidty 21T

> oder > naclh Moivre
S22 (cos( 28 ) +isin( 22 S45i+v/2 (cos( L) Frsim( =
ALl 2 ('"Ujé‘ ):;bm( ) oder ST ((;i(z “:;bm( 7)) nach Euler
Bi V2 [ S 4iNE B 5ity/2: [ E iy
(‘ ”) oder o ( 22) = 24+ 31 oder 3+2¢

2 2

Damit ist 22 — (54 5i)z + 135 = (2 — (2 +34)) - (= — (3 + 20)).
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13.5.5 Satz: Parameterdarstellungen von Kegelschnitten

In Abschnitt 9.4.4 haben wir Kegelschnitt definiert. In diesern Abschnitt wollen wir Kreise, Ellipsen und
Hyperbel betrachten. Nach Abschnitt 9.4.2 ist die Parameterdarstellung eines Kreises um M (1 /rng)

it Radius =
ry=m; +rcose Ty=mg+rsing € [0,27)

Diese Parameterdarstellung wird genau von der Gleichung (&1 — m;)? + (z2 — m)* = r? erfiillt. Die
Parameterdarstellung einer Ellipse um M mit den Halbachsen a und b ist

z1=my+a-cosp Te=my+b-sing ¢ €[0,2m),

wobei die Halbachsen hier parallel zu den Koordinatenachsen sind. Die zugehorige Gleichungsdarstel-

lung ist
T —m \ 2 Ty — g \ 2
a b

In Abschnitt 9.4.4 wurde auch erwihnt, dass y? — x? = 1 eine (liegende) Hyperbel ist. Zur Parame-
trisierung dieser Kurve brauchen wir eine Grofle, deren Quadratdifferenz konstant 1 ist. Dies schaffen
die hyperbolischen Funktionen (daher der Ausdruck hyperbolische Funktion). Die (obere) liegende
Hyperbel kann mit

y = cosh{z) wund =z =sinh(z) z € R parametrisiert werden.

Dic untere liegende Hyperbel hat die Parametrisierung y = — cosh(z), ¢ = sinh(z). Aus Symmetrie-
griinden kann beimn ¢ auf das — verzichtet werden. Wird x = — sinh(xz) gewihlt dndert sich der Um-
laufsinn. nicht aber die Kurve. Analog ist die Parametrisierung der stehenden Hyperbel & = & cosh(x)
und y = sinh{x).

13.5.6 Satz: Deutung einer Schwingungsaddition als Zeiger

Zwei trigonometrische Funktionen gleicher Periode lassen sich auch zeichnerisch addieren.

Dazu wihlen wir die x—Achse als Richtung der

Sinusfunktion (!) und die y—Achse als Richtung cos) 7]
der Kosinusfunktion. ;
Die Funktion 2sin(x 4+ ¢) entspricht dem Vek- g o COSU")
tor ( \{— ) die Funktion 2 cos(z+ %) entspricht o 0l “
— sy T 2 -
dem Vektor ( V3 ) ZCOS,(l +, 3) : . Slll(.k )
1 3 2 4 0 T 2 3
sIn(x)

Danit ist Abb. 133 2sin(z + £) + 2cos(z + %)

2sin{x + %) +2(:0s(;n+g) = ( \{5 ) + ( —1/3) = (g) = 2cos(z) = 2Sill(ﬂf+g‘)

Bei dieser Betrachtungsweise erkennt inan auch andere Zusammenhinge, wie z. B.

cos(x — %) = sin(z) oder sin(z) + cos(z) = V2 - sin(z + g)
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