11. Gewohnliche Differentialgleichungen
(DGL)

11.1 Einfiihrung
Beispiele fiir das Auftreten von DGL:

Bsp. 1: Temperaturausgleich

d
d—‘z =—k(y—a), y(to) =y0>a

y = y(t) ~ Temperatur des Korpers z. Zt. t
a ~ Umgebungstemperatur

Bsp. 2: Einschaltvorgang

L

E(t) = \

ram i

Stromkreis mit einem Ohmschen Widerstand R und einem
induktiven Widerstand (Spule, Induktionskoeffizient L)

E(t) = angelegte Spannung
I(t) = flieBender Strom

t = Zeit

dI
L= +RI=EB(t), I1(0)=0
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Bsp. 3: Ungedampfte harmonische Schwingung

:/ Masse m

.................

F (riicktreibende Kraft)

.................

Federschwingung: Riicktreibende Kraft (F') ist proportio-
nal zur Auslenkung (—x)

F=mi=a(—-z), a ~ Federkonstante
mi +axr =0, xz(tg) =xo, x(to) = vo

Definition 1
Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung zwi-
schen einer abhangigen Veranderlichen, ihren Differential-
quotienten nach den unabhangigen Veranderlichen und
diesen selbst.

gewoOhnliche DGL: Es tritt nur eine unabhingige
Veranderliche z auf,
abhangige Veranderliche y(x) = gesuchte Funktion.

allgemeine Form:

implizit:  F(z,vy,y,y",...,y(™) =0

(1)

explizit: y(”) = f(z,y,vy,... 7y(n—1))
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partielle DGL: mehrere unabhangige Veranderliche, z. B.
x? y? <

w(zx,y, z) abhdngige Verdnderliche = gesuchte Funktion
allgemeine Form:
F(LU, Y, 2, W, Wgy Wy y Wyy Wegy Wry, Wgzy - - ) =0

Ordnung einer DGL = Ordnung der héchsten in der
DGL auftretenden Ableitung der gesuchten Funktion.

Im folgenden werden nur gewchnliche Differentialgleichun-
gen betrachtet.

Definition 2

Jede Funktion y = f(x), die in einem Intervall I minde-
stens n mal differenzierbar ist, heiBt eine Losung (oder
Integral) der DGL in I, wenn sie, samt ihren Ableitungen
in (1) eingesetzt, diese Gleichung in I zur Identitdt in x
macht.

Allgemeine Losung der DGL: Lésung mit n willkiirli-
chen Konstanten, die sich nicht durch weniger Konstante
ersetzen lassen.
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Beispiel:

Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(x), so hat die "ein-
fachste” Differentialgleichung 3’ = f(x) die allgemeine
Losung y = F(x) + C mit beliebig wahlbarer Konstante
C' (unbestimmte Integration).

/\/
———

NN

Partikulare Losung der DGL: entsteht durch spezielle
(feste) Wahl der Konstanten.

singulare Losung der DGL:
Losung, die nicht durch eine spezielle Wahl der Konstan-
ten aus der allgemeinen Losung erhiltlich ist.

Beispiel:
F(z,y,y)=y? —4zy +4y =0
02

y=Czr — T allgemeine Losung,
C ~ frei wahlbare Konstante
y =2z —1 partikuldre Losung (C = 2)

y = z° singulire Losung
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DGL und Kurvenscharen

e einparametrige Kurvenschar

y=¢(z,C) (1)
Scharparameter C
, d
Y == ¢(z,0) @)
Aus (1) und (2) C eliminieren
Y

F(z,y,y') =0 DGL der Schar
Beispiel: Kreisschar (z — C)? + 42 =1
2(z —C)+2yy' =0
4
y?y? +y?> =1 DGL der Schar

Kreisschar (z — 0)2 + y2 =1

C <0 Y C >0

NSNS
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e zweiparametrige Kurvenschar

Yy = 90($7 C1, 02) (3)
dp
/
= 4
Y= (4)
dzgo
"o

Aus diesen drei Gleichungen (3), (4), (5) sind ¢y, ¢co zu
eliminieren

Y
F(z,y,y',y") =0
Beispiel: Schar aller Kreise mit konstantem Radius r
(x—a)?+(y—b)> =r% a,b ~ Scharparameter
20 —a)+2(y—b)y' =0
1+ (y—b)y +(y—0by" =0
Y

1 12\ 3
U972 DGL der Schar
N y J/

Quadrat des klassischen Kriimmungsradius,
vgl. 10.5¢1)




11.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen
1. Ordnung

11.2.1 Richtungsfeld, Existenz und Eindeutigkeit

y = f(z,y)

f ordnet jedem Punkt (z) einen Anstieg vy = f(x,y) zu.

Definition:
(0, Yo, yp) heiBt Linienelement der Differentialgleichung
y' = f(z,y), wenn y5 = f(z0,0)-

Richtungsfeld : = Gesamtheit der Linienelemente

f(x,y) = K ~ Isoklinenschar der DGL ¢ = f(z,y)
K = Scharparameter

Beispiel:

/
Yy =-F
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Anfangswertproblem (AWP):

Es ist eine Losung y = y(z) der Differentialgleichung
y' = f(x,y) zu bestimmen, die durch einen vorgegebenen
Punkt Py(zq,1yo) des Definitionsbereiches von f verlduft,
d. h. fiir die y(xo) = yo erfiillt ist.

Existenz- und Eindeutigkeitssatz
f(x,y) sei in dem (einfach zusammenhingenden) Ge-

biet G stetig und dort beschrankt und geniige einer
LIPSCHITZ-Bedingung

(2, y2) — [z, 91)| < Mly2 — w1 fir V(). () € G (*)
Dann besitzt die Differentialgleichung v’ = f(«x,y) durch
jeden Punkt Py(zg,1y0) € G genau eine Losungskurve, die
in einer Umgebung von x nebst ihrer Ableitung stetig ist.

M ~ Lipschitzkonstante

(*) liegt zwischen Stetigkeit und partieller Differenzier-
barkeit; die Lipschitzbedingung ist gleichbedeutend mit
der Beschranktheit des partiellen Differenzenquotienten
beziiglich y in G:

f(xvyZ) o f(xvyl)
Y2 — Y1

<M

Erfiilllt f die Lipschitzbedingung (*), so bezeichnet man
f als Lipschitz-stetig in G bzgl. y.

(Rudolph Lipschitz, 1832 - 1903, Bonn)
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11.2.2 Trennung der Veranderlichen

Sei v = f(z,y) mit f(z,y) = h(z) - g(y)

(" trennbare Veridnderliche”, " Produkttyp”)

Voraussetzung:

h sei stetig in [a, )]
g sei stetig differenzierbar in [c, d]

— f ist Lipschitz-stetig im Rechteck

{¢)la<z<be<y<dl

denn: (sei c < y; < y2 < d)

|f(z,y2) — f(z,y1)| = |h(z)g(y2) — h(z)g(y1)]

IA

\h(z)| |g(y2) — g(y1)]

h / _ MWS
|h(@)] 9" ()] ly2 — w1 , 1 € (Y1, ¥2)

<M; <My

(als stetige Funktionen auf abgeschlossenen
Bereichen sind i und ¢’ beschrankt)

M |y2 — y1| mit M = M1M2 qed

H Ex.- u. Eindeutigkeitssatz
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Durch jeden Punkt (zg) mit a < x9g < b, c < yo < d
verlauft genau eine Losungskurve. Sei (zg) vorgegeben
und y = p(x) die (eindeutige) Losung des AWP.

Fall 1:  g(yg) =0
Dann ist die konstante Funktion y = yg eine Losung,

also die Lésung des AWP, d.h. y = ¢(z) = yo, denn

()90 ly=u = h(@) gluo) = 0 =+ o =/

0

Fall 2:  g(yo) #0
Dann gilt g(y) # 0 in einer Umgebung U von .

1 d 1
Sei G(y) Stammfunktion von ——, d.h. — G(y) = ——.
) 9(y) cally ) g9(y)
Sei H(x) Stammfunktion von h(x), d. h. %H(:z:) = h(zx).

y = (x) ist Losung des AWP =

/

y' = h(z)g(y) |y=<p(:v)
1

h(z — 'y’:x
(z) ” |y90()

9(y)

d /

d—yG(y) Y ly=e()

- %[G(gp(az))] Kettenregel!
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Das beinhaltet:
Neben H(z) ist auch G(p(x)) eine Stammfunktion von
h(x) =

Glp(2)) = H(z) + C.
Wegen G'(yg) = ! # 0 ist die Funktion G(y) in einer
9(¥o)

Umgebung von yy monoton, besitzt also eine Umkehr-
funktion .

2 =G(y) & () =y, d.h.v(G(y)) =y und G(7(2)) = 7|
Y

p(z) =~(H(x)+C)

Allgemeine Losung der DGL

(Spezielle Wahl der Konstante C' = Cy := G(yo) — H (o)
liefert die Losung des AWP:

p(zo) = Y(H(z)+ Co)la=xz
= y(H(zo) + Co)
= 7(G(o))

= Yo
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Losungsmethodik:

y = flz,y) = h(z)g9(y)

dy
2 p
7 (x)g(y)
dy h(x) dx " Trennung”
9(y) ;
d
/I?Z/) = [h(z)dz+C unbestimmte Integration
Gly) = H(z)+C Auflésung nach y

y = ~(H(z)+C)

Allgemeine Losung
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Lésung des AWP y = (zg) = 4o

1. Moglichkeit: Bestimmung der Konstante C in der all-
gemeinen Losung durch Einsetzen des Punktes zg, yo:

C = G(yo) — H(wo)

2. Moglichkeit: Bestimmte Integration:

o = @)g(y)
dy = I |axr
7 h(z)d
Fdar [
y/ = / h(t) dt
Losung des AWP
Y
G(y) —G(yo) = H(z)— H(zo)
Gy) = H(z)+ G(yo) — H(zo)
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dx Y
[ydy = —[zdx
2 2
Y x
— = ——+4C 201 =:C
9 9 + 1, 1
2> +y> = C allgemeine Lésung (C > 0)

Schar konzentrischer Kreise mit Radius vC



AWP:

y(0)=3=C=9

r’+y? =9

Losung des AWP

oder mittels bestimmter Integration:

y dy

—xdx

— [tdt
0

32 Losung des AWP

Beispiel 2: Temperaturausgleich (vgl. Einfiihrung)

dy

dt

dy
J—
Yy a

In |y — a
ly — al
y—a
Yy

—k(y —a), y(to) = wo
—k [ dt

—kt + C4

o—kt+C1 _ C1,—kt

+eCle= Rt 401 = C

a+ Ce allgemeine Lésung

11.2
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—kto
= = Yy = a—+Ce
y(to) = Yo 2 e a)ekto
y =a-+ (yo— a)eFoe
a+ (yo — a)ek(E—t0) Losung des AWP
Yy = 0—
y A
Yyor-——~"~"~""°° i
’ :
to

10
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Beispiel 3: 2%y — 4y’ — 22y =0

y'(z?—4) = 2zy

dy 2wy

de 22 -4

d 2

i / 5 Y dz

J x4 —4

Inly] = In|z*—4]+C

|y| _ 61n|w2—4|+01 _ eln|x2—4|601 — eC1. |x2 _ 4|
y = +e%(2?2-4), C:=4e"t
y = C(z?—4) allgemeine Lésung

Durch den Punkt Py(2,0) verlaufen mehr als eine Lésung! (7)
Durch P;(2, 1) verlduft iberhaupt keine Losung! (?)

Das kollidiert nicht mit dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz, denn
bei

2zy
/
= = x,
y=——,= =y
ist die Funktion f in allen Punkten P(2, yg) unstetig!

(xo = 2 ist Polstelle)

11
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N

I
QO

oo

Ny

12

y = C’(:I:2 —4)




11.2

Beispiel 4: Radioaktiver Zerfall

Radioaktivitdt: Eigenschaft gewisser Atomkerne (Isotope, "radioak-
tive Elemente” ), ohne duBere Einwirkung zu zerfallen unter Abgabe
von

e «-Strahlung (Teilchenstrahlung, Heliumkerne, ;lHe)
e (3-Strahlung (Teilchenstrahlung, Elektronen)
e ~-Strahlung (kurzwellige elektromagnetische Wellen)

(Ein bestimmtes zerfallendes Element sendet entweder nur a-Teilchen
oder nur B3-Teilchen aus, zu denen ~y-Strahlen hinzukommen konnen.)

Historisch:

Henry Becquerel (1852 - 1908):
entdeckt natiirliche Radioaktivitat (1896):
Pechblende (Uranerz) schwérzt photographische Platte

Marie Curie (1867 - 1934):
erkannte Radioaktivitat des Thoriums und entdeckte zusammen
mit Pierre Curie (1859 - 1906) die radioaktiven Elemente Radium
und Polonium (1898); isolierte Radium und Polonium aus der
Pechblende (1902) (- Auf ein Radiumatom kommen in der
Pechblende 3 - 10° Uranatome! -)
1903 Nobelpreis fiir Physik (mit P. Curie und H. Becquerel)
1911 Nobelpreis fiir Chemie

13
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Ernest Rutherford (1871 - 1937):
erkennt, dass Radioaktivitdt auf dem spontanen Zerfall
(spontane Umbildung) der Atomkerne der radioaktiven Elemente
beruht (1903)
1908 Nobelpreis

Bezeichnung:

éX ~  ein Atom des Elementes X mit Z Protonen
und N Neutronen; genannt: Nuklid

Z = Protonenanzahl; = Kernladungszahl
= "Ordnungszahl” (im Periodensystem)
A = Z + N = Nukleonenzahl, = Massenzahl

my = 1,6750 - 1072%g Masse des Neutron
mp = 1,6726 - 107%*g Masse des Proton
(also my ~ m,)

Bei gleichem X kann N unterschiedliche Werte annehmen (" Isoto-
pe”).

Beispiel: 28288Ra, 28286Ra (Radium-Isotope, verschiedene
Nuklide des Radiums)
14 12
s C, s C
Zerfallsreihe ~ Folge von radioaktiven Isotopen, die durch sukzes-

siven radioaktiven Zerfall auseinander hervorgehen; Beginn bei einem
Mutternuklid, Ende bei einem nichtradioaktiven, stabilen Nuklid.

In der Natur gibt es drei Zerfallsreihen:

- 238 206
Uranreihe 92 U —> g Pb
Thoriumreihe 29302Th — 28028Pb

Actiniumreihe  2°U  —  XTPb

14
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Zerfallsgesetz (Elster, Geitel, 1899):

Die Zerfallsgeschwindigkeit ist proportional zur jeweilig
vorhandenen unzerfallenen Substanzmenge.

y = y(t) ~ unzerfallene Substanzmenge zur Zeit ¢

dy
o~ y()
dy
— = —)Ay(t) A > 0 Zerfallskonstante
dt y(to) = yo = Anzahl der
z. /t. tg vorhandenen Kerne
/!

Dieses Zerfallsgesetz gilt fiir beliebige Grundgesamthei-
ten y()”

t
d
i A A/ﬁ
Y
Yo to

In|y| —In|yg| = —A(t —to) ¥,y%0>0

y = yoe 7% [ Ssung des AWP

15
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—A(t—tg)

Y =1Yype

to to—I—T

Halbwertzeit T' = Zeit, in der die Halfte der anfangs
vorhandenen Menge y, zerfallen ist.

t:t0+T:>%:y0€_>\T:>6>\T:2
In2 0,6931
T:—: ’
A A

T ist unabhangig von der Anfangsmenge !

Konkrete Halbwertzeiten:
oC ~ 5730Jahre [|C — !N + -Strahlung]
*Ra ~ 1590 Jahre
U~ 4,51-10° Jahre
28142P0 ~ 21077 Sekunden
SH ~ 12,3 Jahre [°H — *He + (3-Strahlung]

16
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11.2.3 Auf trennbare Veranderliche
zuriickfithrbare DGL

(A) Ahnlichkeits-DGL
("DGL mit homogenen Veranderlichen™)

Y
Typ: y’=f<—)
T
Subst.: M:z(a:)
T
y = T-z
y = z+xz' Produktregel
DGL = z+xz' = f(z2) ~ trennbar!
dz dx
[ 75 = [ Sra=mela
C. = = T, +eC1 = —

C

hieraus z eliminieren — 2z = ¢(z,C)

Riicksubst.: y=2z-z, y=z-p(x,C) allg. Lésung,

Anmerkung: )
Die Isoklinen der Ahnlichkeits-DGL sind Geraden durch

den Ursprung:
=K = (E) — L=W(K) ¥~ Umkehrfkt. zu f
x x
Y

Isoklinenschar

17
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Beispiel 1: ¢’ = =

21y 27
Subst.: g:z, Yy=2z-x
L y =2z + 2
2
—1
DGL = Zaotz="
2z
dz 22 —1 2?2 —1— 222
L — — — 2 =
dx 22 2z
dz z2+1
r— = =
dx 22
2z dz dx
[ - [
z¢+1 x
In(z?+1) = —In|z|+C
2 —1 1
z _|_]_ — e n|$|eclzecl._
|z
1 C
241 = 2eC1.2=2 C=4e5
r X
Riicksubst.:
2 C
DR
x x
22+ y? = Cz allgemeine Losung

18



QY

11.2

19



11.2

Beispiel 2:

Gesucht ist die Form eines rotationssymmetrischen
Spiegels, der alle Strahlen, die von einem auf der
Rotationsachse vorgegebenen Lichtpunkt ausgehen,
parallel zur Rotationsachse reflektiert.

Yy

xT

\ Schnittkurve y(x)
\
\
AN Tangente in P(z,y)
\\ ,
Nl n—y=y (- =)
\
S
g X Pz,y)

Reflektionswinkel (3) — AQLP gleichschenklig

LQ = LP
o = V22+y* Mmoo =nle=o=y—zy
= wy -y = Vaity?
;Y Y’
T
Yoy sde = Vit 22

x
/ dz
V1+ 22 x

20
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(arsinhz =) In(z +vV1+22) = Inlz|+C
z4+vV1+22 = Kz
y+/x2+y?2 = Kz?

z?+y? = (Kz* —y)°

22+ 42 = K2x%— 2Kz2y + 42
_K2x2—1_$2—02 1
Y=7"9K T 20 K

allgemeine Losung (Parabeln)

Erganzung:

Der Lichtpunkt L ist Brennpunkt aller dieser Parabeln:

2132 _ 02
Ist P(x, 5C ) ein Parabelpunkt, so gilt LP = PF
2 02
(" Brennstrahl = Leitstrahl”), wobei F'(z, u e +C)

der FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade (" Leitlinie”)
y = —(C ist.

21
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Subst.:  wu(x): = azx+by(x)+c
1
y = 3 (u — azx — ¢)
dy _ 1 (fdw_
de b \dx
DGL =
1 (du
b <% - a) = f(u)
du - _ b- f(u)+a trennbar!
der '
Y
u = @(x,C) allgemeine Lésung
Riicksubstitution:
1
y=7 (u — azx — ¢)
1 : .
y=7 (p(x,C) —ax — O) allgemeine Losung der

Ausgangs-DGL

22
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Beispiel: ' = (z+y—1)?, AWP  y(0)=1

Subst: wu=z4+y—1 —>y=u—z+1 ¢y =d -1

DGL = -1 = u?
du
-~ =1 2
y dx T
u
/ rw = /d:z: +C
arctanu = z+C
v = tan(z+ C)
Riicksubst.:
y=u—zx+1
y =tan(z +C) —z+1 Allgemeine Losung
AWP:

1 =tan(0+C)—-0+1
tanC =0—-C ==xkn

(alle diese Konstanten kdnnen genommen werden)

!
y=tan(x £ kn)—z+1 (belanglos, da periodisch!)

4

y=tanx —z + 1 Losung des AWP

23
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ar + by + ¢
C) Typ: =
(C) Typ: f(m+5y+7>

1.

N

all

axr +by+c=0

D =
ar + By +v=0

a b ]
N ﬁ‘#Od.h.dleGeraden{

2

besitzen Schnittpunkt xg, yo

Substitution
r=1z0+¢
Yy=yo+m Yo e .

o ;

Losung:  y = y(x)

dn dy dy dy d
wo+n=ylzo+é) = =—"t="2 L =Y

d¢ d¢ dx dlf dx

und

az +by+c=a(zo+&) +blyo+n) +c=al+bn
az+ By +v=a(xo+ )+ Byo+n) +7=0a+ 01

24
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dy dn al +bn\ a—l—bg
DGL_}dCI}_df_f<Oé€+577>_f< )

Ahnlichkeits-DGL
Substitution: - = Z(&) usw.

3

N
T
=

‘ =0, danngilt (o,8) = A(a,b)
mit gewissem X\ € R.

ar +by+c u

Subst.: wu = ax+by+c— —
Y ar+ 0y +v Au+v—Ac

du dy du U
dx o dx dz a f()\u—l—fy—)\c)J
trennbar
—2 1
Beispiel: ¢/ = 2:2—4yyt1
1 -2
D = ‘2 _4‘—0
d d
Subst. w=z—2y+1, -——=1-2%
dx dx
U
) = r—2y+1 r—2y+1 U

T2 —4dy—1 2(z—2y+1) -3 2u-—3

25



11.2

du_1_2 U _2u—3—2u
dr 2u—3 2u—3
d_u_ -3

dr 2u—3

/(2u—3)du:—3/d:v

u? — 3u = —3x + C4
(x—2y+1)?-3(x—2y+1)=-3z+C

2?2 +4y? —dzy + 22+ 2y =C C=C1+2

Anmerkung:
Die Losungsschar besteht aus Parabeln, deren Scheitel samtlich

auf der Geraden x — 2y — — = O liegen; diese Gerade ist

zugleich gemeinsame Achse aller dieser Parabeln.
Durch die Drehung

G =v(2 7)0)

(Drehpunkt (), Drehwinkel arctan 2 = 63, 435°)
wird die Lésungsschar iiberfiihrt in die Schar

26
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11.2.4 Lineare DGL 1. Ordnung

/

Yy + p(x)y = q(x) ~ inhomogene DGL

p(x),q(x) stetigina <z <b

y' 4+ p(x)y =0 ~ (zugehérige) homogene DGL

a) Losung der homogenen DGL

y' +p@)y = 0
% —  [pla)de + K
Infy[ = ...
y = =eKie=[p(@)de
y = Ke JP@dz  jligemeine Losung der

homogenen DGL
b) Losung der inhomogenen DGL
"Variation der Konstanten”

Ansatz: y = K(z) e~ fp(x)daj = K(x) - yn

~

::yh

DGL —  K'yn + Kyp, +p(z) - K - yp, = q(=)

-~

K (yp, + p(2)yn)

WV
=0,

da yp Losung des hom. Gleichung

27



K'yn=q(x) K(z)= f@daﬁ—l—C
Yn

K(z) = [ q(z)et/P@d2dy 4 C

Allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung:

allg. E%sung ~ ~— y
homogen spez. Losung
inhomogen

11.2

28



Beispiel 1: 2y —y = x°cosx
Yy

bzw. ' — < = =xzcosx
x
a) homogen:
d d
y/_g:m /_y — /_x_|_C’1
T Y L
nfyl = lnle+Cy
y = =ellx
y = Kz allg. Losung homogen

b) inhomogen:

y=K(z)- x
DGL — K -z+K-1-K = zcoszx
K' = coszx
K(z) = sinz+C

11.2

y=Cz+ zsinz allg. Losung der inhomogenen DGL

29




Beispiel 2:

11.2

zy +y = x?°+3z+2
, 1 2
y+-—y = v+3+—
44 €T
, 1
homogen: ¢y +—-y = 0
T
y = -2
T
d d
Y T
Inly] = —In|z|+C
C
y = —
T
C C'(z) -7 —C
inhomogen: y = () y = (z) x2 (z)
L T
x - C' — Oz 1 C(x
@) -Cl) 10w _ 02
L T T T
2
) = r+3+—
L T
() = % 4+ 3z + 2
3 3
C = %+§$2+2x+K
K z* 3 |
y=—+—+4+-x+2 Allg Lésung der inhomogenen DGL

T 3 2
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Beispiel 3:
Einschaltvorgang

E(t) _

I(t) ~ flieBender Strom z. Zt. ¢
1(0) =

E(t) ~ Spannung

R ~ Ohmscher Widerstand

L ~ Induktionskoeffizient

DGL:
dl

L-—+R- I = Et
o ()
I E(t
AT
N <~

p(t) q(t)

31
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a) homogen

dIl R R
— —I =0 =—— [ dt
i / L /
I =Ce Tt allgemeine Losung
homogen
b) inhomogen
Variation der Konstanten
I = C(t)e !
R R E(t
Ce Lt +C <—fe_%t) + 7 Ce Lt = %)
. R E(t)
Ce L' = —=
e L 1L
C = ?E(t)e%t
C = Z E( )GLtdt + K

1
I(t) = Ke Tt + e_%t/E(t)e%tdt

allgemeine Losung inhomogen
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1. Fall:  FE(t) = E = const. (Gleichspannung)

Aus der allgemeinen Losung ergibt sich:

Ry
/E(t)e%tdt = E% L

1
folglich  I(t) = Ce_%t—l—ze_%t / E(t)et tdt
R E
It) = Ce L'+ =
(t) e L —I—R
E E
10)=020=C+=—>C=—=
(0) — +5 I
E
I(t) = 5 (12"
1(t)
Ey
R

E
fijrt>>1—>I(t)%E

(= Ohmsches Gesetz, EinfluB der Spule klingt fiir wach-
sende t exponentiell ab)

33
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2. Fall:  E(t) = Upsinwt (Wechselspannung)

_Ry
L
GemaB I(t) = Ce Lt + ° 7 /E(t)e%tdt
allg. homog. Losg. - <

spez. inho\r%og. Losg.
ist fiir F/(t) = Uysin wt zu l6sen:

W = /e%tsinwtdt

integrierbar durch zweimalige partielle Integration.

kiirzer: eI tsinwt = Im (e(% +iw>t) Imaginarteil
/ e(ZHiw)t gy
_ L (B B (B
L : L
— = EH)t it — /RZ T w?L?, tany = i
rety R
-
Im b
wLp-------mm e ‘
o | L &, .

R Re — W = —el sin(wt— @)
r
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damit ergibt sich aus der allgemeinen Losung:

U L
I(t) = Ce L+ fo e Lt NG RN i ert sin(wt — @)
o _Ry Uo .
I(t)y=Ce L'+ NIRRT sin(wt — )
Anfangswertproblem:
0)=0— ¢4 osinEe)
\/R2 + w22
O — U() Singp . UOwL
VR 1 w2l R+ w?l?
( egen si wh )
W sin ¢ =
s i VvV R? + w2L?

endgiiltige Losung des Einschaltvorgangs:

R
e L?

I(t)

|

= sin ¢ + sin(wt — }
ViR © ( ©)
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U, R
0 —5t

abklingender Anteil: [, = NG RN E e sin ¢
stationarer Anteil:
Uy .
I, = NI R sin(wt — )

Y

Ist wieder ein rein sinusformiger Wechselstrom mit glei-
cher Kreisfrequenz w wie die angelegte Wechselspannung,
der jedoch in seinem Schwingungsverlauf um den " Pha-
senwinkel” ¢ gegeniiber der Spannung verschoben ist.

VR2 +w2L?2 ~ "Scheinwiderstand”
wlL ~ "Blindwiderstand”

speziell:

L — 0 = ¢ — 0 = stationarer Anteil strebt gegen

Upsinwt U
I, — = — (Ohm!
N A

36
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11.2.5 Bernoullische DGL

y +p(x)y =qlz) - y*,a#1,a € R nichtlin. DGL

Yy —
=+ p(z)y' ™ = q(x)
Yy
Subst.: z = yl@
2! = 1—-a)y *-v
Z/ y/
l—-a  y°
Z’
4 p@) -2 = @

2+ (1 -a)p(z)z = (1 - a)q(x)
lineare DGL 1.0. fiir z(x)

Beispiel:

Y
4+ L = g |:y2

x

11 1 1
y—2—|——-—:a:2 Subst.: z:—,z’:——2-y’
Y z Yy Y Y
1 2

2+ —z==x lineare DGL fiir 2

i
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d d
(a) hom.:—z’+E:O, i /_x_|_01
x z x
Inlz| = In|z|+ Cy
z = C(Cz allg. Lésung hom.

(b) inhom.:
Variation der Konst.

z2=C(z) =z, 22 =C'x+C

DGL - —(C'z+C)+C = z°
2

x
' = —x, C=——
x, 5
23
=7 spez. Losung inhom.
73
z=Cx — 5 allg. Lésung der DGL fiir z
Riicksubstitution
1 1 2
Y73 3 Kz —z% ¢
CZU — 7

allgemeine Losung der Ausgangs-DGL
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11.3
11.3 Gewohnliche Differentialgleichungen
2. Ordnung, elementar losbare Falle

0 implizite DGL 2.0.
f(x,y,y") explizite DGL 2.0.

F(z,y,y,y")
/!

Y

Regel 1:
Kommt in der DGL "' = f(x,y,y’) nur eine der GréBen
x,y,y vor, so lasst sie sich integrieren.

1. Fall
y' = f(z)
y = /f(a:) dx + Cy = F(z) + C, F Stammfkt. zu f

y = /F(x) dx + Ciz + Cy allg. Lésung



11.3

2. Fall 4" = f(y) man multipliziere mit 3’

2
yy" = y'fy) W =2y
1 x
5% = Vi)
y'? — 2/f(y)y’d:l:—|—01
Subst. mit der (noch unbekannten)
Losungsfkt. y(x) =y, v/ (z)dx = dy
- 2 [ )y +
= 2F(y)+ C1, F Stammfkt. zu f
Yy’ — i\/QF(y)—I—Cl
zwei DGL 1.0., Trennung der Veranderlichen
i/ 4y =x + (s allgemeine Losung
\/2F(y) + Cl

3.Fall y"=f(y')  Subst:y =2

z' = f(z) DGL 1.0. fiir z, CZ) = /dm + C
1

F(z) =24+ C F ~ Stammfunktion zu 7

z eliminieren = z = p(z,Ch)

Riicksubst. = ¢/ = o = y = /gp(x, C1)dx + Co

allgemeine Losung

2
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Beispiel 1: [zu vy’ = f(y)]:

Ungedampfte harmonische Schwingung

LR LY

m ~ Masse
o ~ Federkonstante

Ricktreibende Kraft F' = m% = —ax
Multiplikation mit = ergibt:

MII = —oIx
m d , . :
— — \Z = —Qxrxr
2t (&)
E:1':2 = /—oz:m'dt
2 2
xr
= —at 4+
« 5 + O
Subst.: x = x(t)
dr = xdt
m .o 332 .
o & + a = (C7 [Energiesatz, C; > 0]
o~ ~—
Kinetische Potentielle
Energie Energie

Potentielle Energie = Arbeit, die gegen die Feldkrafte

geleistet werden muss,

2
x
:—/F(x)dm:—/—amd$:a7
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Weiter mittels Trennung der Veranderlichen:

.9 201 « 2 201 ( 87 2)

G — — l——=x

2C1

/ —i\/201/dt C,
\/1—20 x2
_ /| X 201
SUbSt.. 2—q$—u dr = 7du

[2C d 20
Q V1 — u? m
arcsi + at—|— a C
resinu = — -
V' m 2C1 ?
Q
= +|wtt,/ —C
“Vao, ?
=l
w= | ¢ = sin(xfwt+y]) = +sin(wt + )
2C
2C
r = =+ —18in(wt+g0)
_.Aa

z(t) = Asin(wt + ¢)  Allgemeine Losung

A, ¢ ~ beliebig wihlbar, w = /— "Kreisfrequenz"
m
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Beispiel 2: (zu vy’ = f(y')):
Freier Fall mit Luftwiderstand:

Experimentelle Beobachtung:

Ein Koérper der Masse m erfahrt beim freien Fall infolge des Luft-
widerstandes eine Verzogerung (= negative Beschleunigung), die
proportional ist zum Quadrat der Fallgeschwindigkeit und zu 1/m.

r ~ Proportionalitatsfaktor
g = 9,80665m /s’ Erdbeschleunigung
x(t) ~ Fallstrecke zur Zeit ¢

AWP: z(0) =2(0) =0

Substitution:  z(t) = z(t)

z'—%— L2
_dt_g m
d

© dt

r 2:
9—m~
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Subst.: T2 = az=u
gm
1
dz = -—du
a
. r
Abkiirzung: — =: a (= const.)
gm

1 du
3/1—u2:g/dt

Man hat:

/du—lfl—l—ld
1-w2 2/ \1xu 1w/ ™

In|l+ul—In|l—ul)

14+ u
= —In
2 |1—-w
= artanhu fir |u| <1
(Gem&B Koordinatenwahl gilt
x=2z22>0, also

5
1

. T2
z=q9g——2z > 0
T Im
o r
2 < 45
r
sodass |u| = |,/-=z| <1)
am

= artanh (az)
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Als Losung der DGL fiir z ergibt sich mithin
1

— artanh (az) = gt+ Cy
a
artanh (az) = agt+ aC)
1
z = — tanh(agt + aCy)
a
1
z=1—20)=2(0)=0=0 = - tanh (aCy)
= C() = 0
: .1
2=z = & = — tanh (agt)
a
1
r = —/tanh (agt) dt
171
= —.— Incosh (agt) + C4
a ag

1
z(0)=0=0= ——IngoshQ+C; = C1 =0

alg T
0

Insgesamt:
1 5 T T
z(t) = —— In cosh (agt), alg=— g=—
asg qm m
T rg
ag=,[——-g=4/—
qm m

~l
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x(t) = ™ 1n cosh < Qt) L6sung des AWP
r m

Weg-Zeit-Gesetz des freien Falls mit Luftwiderstand

Fiir groBe ¢ gilt ndherungsweise:

1 1 e¥9t — a9t ] [gm
x(t) = — tanh agt = — ~—.1=,/2—
(t) a T eadt £ emagt g r
= nach hinreichend langer Fallzeit ist die Fallgeschwin-

digkeit nahezu konstant (ndhert sich asymptotisch von

o m
unten der konstanten Grenzgeschwindigkeit Jm an)

r
agt —agt agt
:z;(t):@ln(6 e ) ~ Zln fiir t > 1
r 2 r
m
= — (agt —1n2)
.
= 2({/Zt-m2)
r m
= w/@t—mlrﬂ
r r
Sz~ 20 -2 me fir t>1
r r

Grenzgeschwindigkeit




11.3

Das allgemeine AWP
z(0) =x9, x(0) =g

besitzt die Losung

x(t) = 330—|—ﬁ In [cosh < Qt) + Lfvo sinh ( Qt)]
r m V gm m

Fiir t > 1 ergibt sich aus

Irg /79 / /73
cosh tN—e m ! ginh 9 tN—e t
m m

die Naherung:

T 1 1
r(t) =~ :I:O—I—mln eVmt(Z 4= Lvo
r 2 2\ gm

Grenzgeschwindigket

Beispiel 3: DGL der Kettenlinie (vgl. Vorlesung)

y' ' =A/14+9y2, A>0

1
Y= cosh(Ax + C1) + Cy  allgemeine Losung
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Regel 2

Kommt in der DGL F(z,y,y’,y"”) = 0 entweder x oder
y nicht vor, so lasst sie sich durch die Subst. vy’ = p auf
eine DGL 1. Ordnung fiir p zuriickfiihren.

(Wenn 3’ nicht vorkommt, kann nichts Allgemeines ausgesagt

werden.)

1. Fall:  F(y,v,y")=0

y = p(=py))
" dp_dp.dy_dp.

oo de dy dzr dy b

d .
F (y,p(y),p - d_];) =0 DGL 1.0. fiir p(y)

Beispiel 4: yy"’' =1+ ¢y’

"

Subst.: ¥y =p(y), v =p-p'(y)

ypp’ = 1+p* DGL 1.0. fiirp
p dy
dp = —<
1 p? " y
/ 2p dy
;dp = 2 [ —
1+p Y
In(1+p?) = 2In|y|+ Cy

= Iny?+Cy

10
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1 _|_p2 — elny +Co

elny2 . €0
1
= %2 eC0 = 02
2
1+p? = (%) Allgemeine Lésung der DGL fiir p
dy \/ v\
e
de  * C
d
/ y2 = /daz Subst.:%:t
=/(8)" 1
dt
:|:C/ = /daz
Vi2 —1
+C arcosht = z+ K (siehe unten, Erinnerung)
x+ K
t = h
COS < wg )
g (:oshaj TR
cC C
K
y = C cosh 2 il allgemeine Losung

C
der Ausgangs-DGL

11



Erinnerung:

Subst.: z = arcosh t

I_/° dt
) VT

coshz = t
sinhzdz = dt

cosh? z — sinh?z =1

sinh?’z = cosh’z —1
2 —1

sinh z - dz
I—/ /dz:z—l—C
| 1nhz|

2 0,da z = arcosh t > 0  (Hauptwert!)

also

dt
I = /t— = arcosht+ C
[: ln(t + /12 — 1) + C]

11.3

12



11.3

Beispiel 5:  yy”’ —¢y? =0 Typ F(y,9,%") =0

dp dp dy dp , dp
Sbt ,: :,,:—: . — . —_ _— .
u; y =p(y):y o dy de dy ¥ T ay P
P 2
Y dyp p

Fall (a): p=0,d.h. ¥y =0 — y = const. ist Losung

Fall (b): p#0

dp _ 0
D ydy p| =
dp
yd——p = 0
Y d d
W _ /_y+00
p Y
In|p| = Infy[+Co
pl = eCoelnll = Coly]
p = :I:ecoy = Cly, Cq:= +¢C0
p=y = Cuy
d
—y = ledflj
Y
Inly] = Ciz+ Ko
|y| — eK0601w7 +efo —. Co
y = (21" Allgemeine Losung

(enthalt auch die Losung y = const. fiir C; = 0)

13
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2. Fall F(z,y,y")=0
/
: use: , = B

|
iS
B

F(z,p(x),p' (x)) =0| DGL 1.0. fiir p(x)

Beispiel 6:
(LB2 _|_ 1)yll + yl2 _|_ 1 — 0 yl — p(m)
(z*+1)p' +p*+1 = 0
dp dx
= — C
/p? +1 /x? 1"
arctanp = —arctanz +Cy= Cy— ¢
=p,
tanp = x
p = tan(Cy— @)
~ tanCp —tangp
p= 1 4+ tan ¢ tan C)
P = y, = - taanO
tanlco —l_ T
1 —|— Clib 1
= — tze C1 = —
r — (O} (setze 1 tan C’O)
14 C?
/ — C 1
(7] 1+ T
y = Ciz+ (1+CHln|z— Cy| + Cs

Allgemeine Losung

14
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Regel 3
Ist die DGL F'(z,y,vy’,y"”) = 0 homogen in y,v’, 3" d. h.
es gilt F(xz, Ay, \y', \y”") = NP F(z,y,vy',y"), maW:

yl y//
Lasst sich die DGL in der Form G (az,—,—) =0
Yy /y
darstellen, so fiihrt die Substitution u(x) = I auf eine
Y
DGL 1.0. in .
denn:
/
AN Yy =vy-u
(7
y// — y/u_|_ yul — yu2 _|_yu/
/!
2 = u? + u’
(7

—  G(z,u,u?*+u’) =0 DGL 1. Ordnung fiir u = u(x)

Ergdnzung:
Ist die DGL n-ter Ordnung F(z,v,v,...,y™) = 0
homogen in y,y,...,y™, d.h. lisst sie sich in der
Form , (n)
G(a:,y—,,...,y—) =0
Yy (7

/
darstellen, so fiihrt die Substitution u(x) = I auf eine

Y
DGL der Ordnung (n — 1) fiir u(zx).

15
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Beispiel 7:

F(z,y,y,y") = wy' —y?—6zy> = 0
7 I\ 2
T (y—> —6z = 0
Y Y
/ 1/
y_ —: U = 7 — u2 4+ u/
Yy Y
w4+ u?—u?—6x = 0
u’ 6x
U 3z% + C4
yl
also Z = 322+
Y
dy X
— = (3z“ 4 Ch)dzx + Cy
Y
Inly] = z*+Ciz+Cy
y = Coe? +C12 allgemeine Losung

(02 = :EGCO)

16



Beispiel 8:

y//y o y/2 + y/y tan

7, N\ 2 /
A (y_) + L tana
Y Yy Y

w +u?—ul+utanz
du

u

du

11.3

—tanz dx

[ 40

COS T

In|coszx| + Cy

Cicosz, Cy:= +et0

Cicoszx

Cq /COS:U dx

Cl sin x + KO
CpeC15n%  3llgemeine Lésung
(CQ = :|:€KO>

17



Beispiel 9: 2yy" = y'?
y/
SUbSt.Z — = U, y’ —
Y y// _
vt
Y
2(u? +u') —u? = 0
2u' +u? = 0
2du X
2 = _y
dx
Fall (a):u=0 =19y =0,
Fall (b): U 7& 0
du 1
— = —= /da:
u? 2
1 1
y' 2
u = — —
Yy xr 4+ Cl
@ . 2/ dx
Yy B xXr —|— Cl

11.3

yu
y/u + yu/ _ yu2 + yu/

u? + u'

y = const., ist Losung.

In|ly] = 2lnl|z+ Ci|+ Co
= In(z + 01)2 + C)
y = 4 £C0In(@+C1)?
Yy — 02(CU + 01)2

18
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Allgemeine Losung
y = C1(z + C2)? und y = const.

Zweiparametrige Schar von Parabeln, deren Scheitel auf der 2-Achse
liegen (bei x = —C'5) und deren Achsen orthogonal zur z-Achse sind
mit beliebigem Hauptkoeffizienten; hinzu kommt die Schar paralleler

Horizontalgeraden y = K, die bei der speziellen Wahl von

K

Cy :=a > 0, C7 := — fir a — oo in der Parabelschar
a

enthalten ist:

K
Y :Cl(:c—|—02)2 = ;(x—l—a)2

2
:K<£—|—1> — K fir a — oo.
a

19



11.4 Gewohnliche Differentialgleichungen
hoherer Ordnung, Allgemeines

0 impl. DGL n-ter Ord.
flz,y,y, ..., y("_l)) expl. DGL n-ter Ord.

F(x7 y’ y,’ c y(n))
()

Anfangswertproblem (AWP) fiir DGL n-ter Ordnung:
Es ist eine Losung y = o(x) zu bestimmen, die durch
einen vorgegebenen Punkt (zg,yo) verlauft und dort vor-
geschriebene Werte fiir die 1.,2.,..., (n— 1)-te Ableitung
annimmt:

90(330) = Yo
©'(z0) = Y
e D(mo) = yg!

Eng verwandt mit der DGL n-ter Ordnung ist ein
System von Differentialgleichungen erster Ordnung fiir
n gesuchte Funktionen y1(x),. .., yn(x):

yll — fl(x)yb'“)yn)
(1)

yqlz — fn(xvylw"vyn)
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Lésung von (1) im Intervall I = [a, b|:
n Funktionen yi(z),...,y,(x), die fir a < z < b das
System (1) identisch bzgl. x erfiillen;

y1(z)
= Losungskurve y(x) := : imR"™ a <z <b.

Anfangswertproblem fiir DGL-System:

Es ist eine Lésungskurve (y1(z),...,yn(z))? € R™ von
(1) zu bestimmen, die fiir ein vorgegebenes =z = xg
durch den vorgeschriebenen Punkt (35,...,74°)7 € R

verlauft:
Y1 (330> = Y1

Yn(To) =y,

Jede explizite DGL n-ter Ordnung l&dsst sich in ein System
von DGL 1. Ordnung fiir n Funktionen iiberfiihren:

y1(z) = y(x)
y2(z) = y(z)
ys(z) = y'(z)

|
@A
i
>
~—~
8
~

yn—1(37> .
yn(z) = y" ()
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Zugehoriges System:

Y1 = Y2

Y = Ys

Y3 = Y4

y;z—l — Yn
y;z — f(xaylw“)yn)

Umgekehrt kann auch ein System (1) in eine DGL n-ter
Ordnung iiberfiihrt werden (unter gewissen zusatzlichen
Auflosbarkeitsvoraussetzungen):

(n=2)
yll — f1($7y17y2> (2)
Yo = fa(z,91,92) (3)
st Oh # 0, so ist (2) auflésbar nach ys:
Oy2

y2 = (Y1, 91)
Zusammen mit (3) ergibt das (Kettenregel!)

dp Oy Dy
! / 124 — /
Yag — ?w + e Y + ay,l Yr f2($ayla<,0(37aylay1))

J/

DGL 2. Ordn?J;g fiir y1(x)
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir die explizite DGL
n-ter Ordnung y™ = f(z,y,v/,...,y""V):

Die Funktion f sei in einem Gebiet G C R"*! stetig
und beschrankt und erfiille in jedem inneren Punkt u
von G eine LIPSCHITZ-Bedingung, d. h. fiir alle Punkte

(2,90, -+ »Un_1)s (,Tgs---»Tn_1) aus einer Umgebung
von u gilt

n
F (@ Tos - Tn1) = F@ 000 Un—1)| S MDY [Gi—vil
1=1

mit einer gewissen (von wu abhingigen) LIPSCHITZ-

Konstante M.

Dann existiert zu jedem vorgegebenen inneren Punkt
n—1

(70, Y0, Y5, - --» Yo ) von G genau eine Lésung y = ()
mit

90(330) = Yo
¢’ (z0) =y
e D(xo) = y5

d. h. jedes AWP in G ist eindeutig l6sbar.
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das DGL-System

Y1 — fl(wayla"'ayn)

Yn — fn(xaylwﬂayn)
Voraussetzung:
Die Funktionen f1,..., f, sind in einem Gebiet
G C R™! stetig und beschriankt und erfiillen dort in
jedem inneren Punkt u = (ug,u1,...,un)’ von G ei-

ne LIPSCHITZ-Bedingung, d.h. es gibt eine (von u
abhangige) LIPSCHITZ-Konstante M > 0 derart, dass

n
|fk(xay17"-agn) o fk(xayla-ﬂayn” S MZ|§’L _yz|
1=1

gilt fir alle Punkte (z,v4,...,9,), (%, y1,.-.,Yn) einer
Umgebung von u, k=1,...,n.

Dann verlduft durch jeden inneren Punkt (zo,7?,...,y2)
von GG genau eine Losungskurve (y1(x), ..., yn(x)), d. h.
jedes AWP in G ist eindeutig lGsbar.
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11.5 Lineare DGL’n n-ter Ordnung

11.5.1 Allgemeines

Lineare DGL n-ter Ordnung:

v 491 @y + 2@y 4t 1 @)y + pa(2)y = f(2)

=:L[y]
"linearer Differentialoperator”

Lly] =0 ~ homogene DGL
Lly] = f(x) ~ inhomogene DGL

Voraussetzung: pi1...pn, f stetigina <z <b

= Jedes AWP ist eindeutig I6sbar

zugehoriges System: y1 =y, yo = ¢, ys =9" ...

Yn = y(n—l)
y'l = Y2
y’z — Y3
,: B " .
yn—l — YUn
y;q, — f($> — DPnY1 — Pn—1Y2 — ... — P2Yn—1 — P1Yn

Jede rechte Seite ist stetig in x, y1 ...y, und sogar bzgl.
Y1 - ..Yn stetig partiell differenzierbar
= Lipschitz-Bedingung ist erfiillt.



11.5

Eigenschaften von L[y]:

1. L|Cy|] = CLly] fiir jede n-mal differenzierbare
Funktion y

Bewelis:
LiCy] = (Cy)™ +pi(Cy)™=Y + ...+ p,(Cy)
= C{y™ +py™ Y+ .. +puy} = CL[y]

2. Liyi(x) +y2(x)] = Llya(x)] + Ly2(x)]
da Ableitung einer Summe = Summe der Ableitungen

4

3. L[Clyl + ...+ Ckyk] = ClL[yl] + ...+ CkL[yk]
fiir beliebige n-mal differenzierbare Funktionen v, . .. yg
und beliebige Konstanten (' ... C}.

Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften der DGL
Lly] = f():

(a) Mit y1(x),...,yx(x) ist auch Cyy;+. ..+ Cryx Losung
von Lly] = 0, fir beliebige Konstanten C...Ck.
(Eigenschaft 3. von L[y])

(b) Sind y; und yy Lésungen der inhomogenen Gleichung
Llyl = f, so ist y = y1 — y2 Losung der homogenen
Gleichung L|y] = 0.

Beweis: L{y1 — y2] = Lly1] — Lly2] = f — f =0



(c)

(d)

(e)

11.5

Ist y;, eine Losung der homogenen Gleichung L|y] = 0
und y; eine Losung der inhomogenen Gleichung

Lly] = f, so ist auch y = y;, + y; Losung der inhomo-
genen Gleichung.

Beweis: L{yp, + yi;] = Lyn] + Ly;] =0+ f = f

Satz 1: Uberlagerungssatz

(" Hauptsatz”, ” Superpositionsprinzip”)

Ist y; () irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung
Lly] = f, so liefert y;(z) + yn(z) genau die samtlichen
LSsungen der inhomogenen Gleichung L{y| = f, wenn
yn(x) alle Lésungen der homogenen Gleichung

Lly] = 0 durchlauft.

Allg. Losg.  [Allg. Losg. Spezielle Losg.
{inhomogen} _{ homogen }_'_{ inhomogen }

Satz 2: Reduktionssatz

(Jean-Baptist le Rond d’Alembert, 1717 - 1783, Paris)
Die Ordnung der DGL L[y] = f lasst sich um 1 re-
duzieren, wenn man eine spezielle nicht identisch ver-
schwindende Lésung y;(x) der homogenen Gleichung
Lly] = 0 kennt.

Ansatz y = y1(x) /u(a:) dx
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Ermittlung von L|y]:

Y = y1 [ udz -Pn
y' =y [udz+ yqu Pp—1
v =] [ude +2yju+ypu Pp—2
! _ y/lll [ udz + 3y/llu n 3y’1u’ n ylu” py_3
n n—1 n—2 _
y(n) = yi ) J udz + (?)yg )u + (727’)3/§ ) +...+ (Z)ylu(n 4

L[y] — \L[y,.l/f udz+u {Pn—1y1 + 2pn—2y,1 + 3pn—3yll, 4+ ...+ (?11) yin_l)}
%
+u’ {pn—zw +3pn_3yy] + ...+ (g)ygn_”} 44 (Z)ylu("—l)

= f(z)

Es entsteht also eine lineare DGL (n — 1)ter Ordnung fiir
u(z) ged.

Erinnerung: Leibnizsche Regel

k
(w-v)*) = (’;\)u(k_)‘)vo‘) (= Binomi)
A=0

Bemerkungen:

1. liegt speziell DGL 1.0. vor, so entspricht der
Reduktionssatz der Variation der Konstanten.

2. Eine lineare DGL 2.0. ist vollstdndig losbar, wenn man
eine spezielle Lésung der zugehdrigen homogenen DGL
kennt.
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Beispiel zum Reduktionssatz:

2’y —z(z +2)y' + (z +2)y = 2°
y = x spezielle Losung der homogenen Gleichung L{y] = 0

Ansatzz y = z- [u(z)dz =
y = [udzx+z-u
y' = u+zu +u=2u+ v

2?2u+tzu)—z(z+2)[ [ udz+zu]+(2+2) z [udz = z°

3’ + {2x2 — :c2(x + 2)} u+{-z(z+2)+ (z+2)z} [udx = z3

~ 0
_ 23

W —u=1 ~ "reduzierte DGL"

homogen: u—-—u = 0
/d_u = /dx
u
Inju| = z+ K
u = +efe® =(C1e”
inhomogen: u(x) = Ci(z)e”
u = e*(Ci+ CY)
(Cre” + Cle”] — Cre® = 1
Ci = e 7 Ci=—e"%
u = -1

allgemeine Lésung der reduzierten DGL:  u(x) = C1e® — 1

y=z [udr =z [(C1e® — 1) dx = C1ze” + Cox — z°
allgemeine Losung der Ausgangs-DGL

5



11.5.2 Lineare Abhangigkeit von
Funktionen, Wronski-Determinante,
Fundamentalsystem

Gegeben:  p1(x), ..., pr(x)

Definition:

Gilt Cip1 + ... + Crpr(z) = 0 im Intervall (a,b) mit
(C1,...,Ck) # (0,...,0), so heiBen ¢1,...,¢r linear
abhdngig im Intervall (a,b).

Folgt aus C1¢p1 + ...+ Crior =0 in (a,b), dass
Ci =0, = ... =Cf =0, so heiBen ;... linear
unabhdngig in (a,b).

Beispiele:

1. 1,sin’x,cos?z; 1—sinz —cos?z=0 Vz

Ci=1 Cy=-1 C3=-1

2

= die Funktionen 1, sin” z, cos? z sind linear abhingig
in (—oo, 0)
2. 1,z,2%,...2™ linear unabh. in jedem Intervall (a,b)

denn: C; + Coz + C32° + ...+ Crop1z™ = 0 in (a, b)
= Polynom mit co vielen Nullstellen in (a,b), Funda-
mentalsatz der Algebra == Ci =...=C,,_1 =0.

3. 1,cos 2z, sin” z linear abhingig:

cos 2z = cos? 2

r —sin’z =1—2sin’z
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4. 1,sinx, cosx linear unabhdngig in [0, 27):

Sei C1 +Cysinz + C3cosx =0, 0<z<2w
r=0 = (C;+ C3 =0 o o o
=1 = 01_03:0}$01—03—0$02—0.

Wie lasst sich lineare Abhangigkeit/Unabhingigkeit fest-
stellen?

Die Funktionen 1(z)...¢,(z) seien (n — 1)-mal diffe-
renzierbar und es gelte

Durch Differenzieren erhalt man:
C1p] +  Cays + ... + Cry, -
0190’1’ + 02(,0’2’ + ... + CnSOIn —
Clgogn_l) + ngog"’_l) b+ Gt =

Homogenes lineares Gleichungssystem

Koeffizientendeterminante:

¥1 P2 . Pn
/ / /
” N
5 ? =W {o1...0n} = W(a)
n—1 n—1 n—
T

Wronskische Determinante

(Josef Maria Wronski 1775 - 1853,
polnischer Artillerieoffizier, Privatgelehrter)
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Sind nun 7 ...¢, linear abhangig in (a,b) = Es gibt
eine nichttriviale Losung C1,...,C, = W =0 in (a,b).
Gilt andererseits W (zg) # 0 fiir ein ¢ € (a,b), so folgt

Ci =Cy,=... =C, =0 und ©1...p, sind linear
unabhangig.
Fazit:

1. Notwendige Bedingungen fiir lineare Abhangigkeit:
W(z) = 0 fiir alle z € (a, b)

2. Hinreichende Bedingungen fiir lineare Unabhangigkeit:
W (xzg) # 0 fiir eine zg aus (a, b)

Sind nun ¢q,..., @, nicht irgendwelche differenzierbare
Funktionen, sondern Ldsungen von L[y] = 0, so ist jede
dieser Bedingungen sogar notwendig und hinreichend, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 3:

Die Funktionen pi(z),...,pn(x) seien stetig im Intervall
(a,b). Sind y1(x) .. .yn(x) Losungen von

Ly = y™+p1(2)y™ V4. +pa_1(2)y' +pa(z)y = 0

so gilt i
— [ p1(t)dt
WH{yr...yn} = W(zx) = W(xg)e *0

wobei zg € (a,b) beliebig gewahlt werden kann.
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Folgerung:
y1(x) ... yn(x) lin. abh. < Fir alle z € (a,b) gilt W(z) =0
Y1 - - - Yy lin. unabh. < Es gibt ein z¢ € (a, b) mit W (xg) #£ 0

Definition:
Ein System von n linear unabhangigen Lésungen der DGL
L[y] = 0 heiBt Fundamentalsystem von L[y] = 0.

Satz 4:

1. Es gibt stets ein Fundamentalsystem der homogenen
DGL L[y| = 0.

2. Ist y1(x), ..., yn(x) ein Fundamentalsystem und
y = @(x) irgendeine Losung von L[y] = 0, so gilt
o(x) = Kiyi1(z) + ... + Kpyn(x) mit gewissen Kon-
stanten K1, ..., K,,.

Folgerung 1:
Ist y1,...,y, ein Fundamentalsystem, so ist

y=Ciy1 + ...+ Chyn

die allgemeine Losung von L|y] = 0.

Folgerung 2:

Die Losungen der homogenen DGL L[y] = 0 bilden einen
(reellen) Vektorraum der Dimension n. Jedes Fundamen-
talsystem ist eine Basis dieses Vektorraumes.
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Beispiel 1: ¢ —y =0

Wir interessieren uns fiir ein Fundamentalsystem.

y' =y |2
29"y = 2yy’
(?) = ()
y? = y*+C; Ci1=0 gesetzt, wir interessieren
y? = y? uns fiir spez. Lsg. von L{y] =0
/ \
y’ = = —y
y
Inly] = x4 C lny = —x+ (5
y = Kye” y = Kze % K;=+e% i=1,2

—X

Speziell: y; = €%, ys = e~ * sind Losungen der Ausgangs-

gleichung (Probe!).

Bilden v, y> ein Fundamentalsystem?

Y1 Y2
pr—
W {yla yz} ‘ yi yé

—2#£0

= 1, Y2 linear unabhangig, also {y1,ys2} ist
Fundamentalsystem

= y=C01"4+ Cse™* allgemeine Losung

10



Beispiel 2:
Wir hatten (beim Reduktionssatz)

22y’ —z(z+2)y + (. +2)y = 7,

mit der Losung: y = Cize® + Coz — 2

Nachweis, dass die Funktionen

Y1 = x€¥, Y2 =
ein Fundamentalsystem bilden:

x

Yyir Y2 xre

A
= xe® — z(e” + xe®)

= —z%2e® £ 0fiirz #£0

= Y1, Y2 linear unabhangig

e*r + xe®

11.5

O<z<

x
1

11



Beispiel 3:

11.5

2 — z? 2(x — 1)
"y /_|_ — 0 0, 9
y1 = x%, yo=¢€* sind Lésungen
2
P S AP T C e R (20 —4+4—222422%—22) =0
T —2 T — 2 x — 2
Y2! $($ei2)[ac(:c—2)—|—2—w2—|—2:c—2]EO

Wronski-Determinante von y1, ys:

2 x
11,74 W Y1 Y2 = e
) — X)) = = T
v} ) ‘ vi Y 2w €
= x|, | = z(rx —2)e” #0

firx #£0,z # 2

= Y1, Y2 linear unabhangig

y = Ci12? + Ce®  allgemeine Lsung

12



11.5.3 Homogene lineare
Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Gegeben:
L{y} =y +ary™ Y+ ...+ an_1y/ + any =0

ai,...,a, konstant
.. : : . 8
Beispiel: Schwingungsgleichung & + —x = 0
m
Ziel: Bestimmung eines Fundamentalsystems

Ansatz: y = e’?,

) soll so bestimmt werden, dass evtl. L[e**] = 0.
A zunachst unbestimmte Konstante.

L[ekw] : Y — 6)\33
Yy’ — \e®
y// — )\26)\x
y(n) = )\ne)\CC
L[eM] = A"eM + a1 A" e + agA" 2N 4 ..+ Aap_1e™ + ape”

e . gn(X) =0

I

wobel

G A) = A"+ a A" L+ a2+ a1\ +an
gn(A) ~ Charakteristisches Polynom

der homogenen DGL L[y| =0

13



11.5
eMA£O) YV = g,(\)=0
algebraische Gleichung n-ten Grades
Fundamentalsatz der Algebra = 4 Zahlen ;... A mit
gn()\) = ()\ — )\1)“1()\ — )\2)“2 “. ()\ — )\k>“k

k
A; Nullstelle mit Vielfachheit p; (Z L = n)
i—1

AT st eine spezielle L&sung von

=€

1. Fall: g,,(\) besitzt n einfache Nullstellen A\q,..., A,
= g1 1= eMT yy 1= 2% .y, := e " sind n verschie-

dene Losungen

Esgilt: W {e>‘1"“’, .. .,e)‘”x} # 0, denn:

e e 2® - e n®
)\1€>\13j )\26)\2m N )\ne)\nﬂﬁ
%4 {e)‘l"”' ce e>‘”"”'} = )\%eklm )\geAQQ’ ce )\ieknw
ApTreME o ApTleter L AT letnT
1 1 e 1
A1 A2 An
— 6(>\1—|—>\2—|—...—|—>\n)$ )\? )\g )\i
1 1 et
AT A An
n
= e "% T (Ai—Ag) (Vandermonde-Determinante)
ik=1

1>k

14



115
(M+...4+ Ay = —ay, Vieta)

also W {e”\lw, e eAn”’} # 0
= {Y1,...,Yn} ist Fundamentalsystem

y = CreM® + Che™® + . 4+ Cpe’n® allgemeine Losung

Alle A\, reell =y reell

Wenn komplexe Nullstellen auftreten, so immer in konju-
giert komplexen Paaren, da g, () reelle Koeffizienten hat:

gn()\) — Z an—v>\va ap = 1
v=0

= o AN)=0=9,(A) =0 = D an_ oA’ =) ag A’
= Zan_vxv
_ — Zan—UA :gn()‘)
also: mit A ist auch A Nullstelle von g,

: A = a+1
Sei etwa + .B
Ao = «a—10
Es gilt:
Y = eM? = elatiB)z — o0 cog By 4 % gin B
=21+ 7:22
Yo = e = (@) — 00T cog By — je2% sin Ba
=. 21 — 'I:ZQ

1

1
21 = §(y1 + ?J2)7 2 = 2—2.(?}1 — y2)

15
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e 21 = e* cosfBx und 2o = e*®sin Bx sind Loésungen
von L|y| =
1 1 1 1
Liznl =L~y += -~ L = Llys] =
al=Llmtym| = ) + 5 L=
1 1 1 1.
Lizo)=L|= w1 — —y2| == L{y1] — — Liy] =
] = |5~ 5 8| = L] — 5 iae] =0
o {21,29,¥3,...,Ynt ist Fundamentalsystem:
W{yla'“ayn}
=W {21 + 120,21 —122,Y3,.-.,Yn} addiere Sp2 zu

Spl

=W {221,271 —129,Y3,- .-, Yn} klammere Faktor 2
aus

= 2W {z1,21 —i29,¥3,.--,Yn} sSubtrahiere Spl von
Sp2

= 2W {21, —t29,Y3,...,yn}  klammere Faktor (—1%)
aus

= ;?)Z W {Z17 22,Y3, - .- 7yn}

Mit W {y1,...,yn} # 0 gilt also auch
W{Zl,ZQ,y3, oo 7yn} 7& 0.

16
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Das ergibt folgendes Rezept:

Bei komplexen Nullstellen A\ 5 = o =i kann man die
beiden komplexwertigen Funktionen el@ti)z = ela—if)z
durch die Funktionen e¢** cos Bx, e** sin Bz ersetzen und
bleibt so im Reellen.

"

Beispiel 1: ¢y”" —y =0 (vgl. Beispiel 1 von 14.5.2 1)

AT / AT
: Ae

Ansatz: J = A2eME
eMN2 —1] =0

2 )\]_ — ].
Charakt. Polynom g(A\) = A*—=1=0 ! Nst.

Atz e
_z Fundamentalsystem
€

|
™

Y1
Y2

|

®
>
O]
8
|

y = Che® + Cye™®  allgemeine Losung

Beispiel 2: y"+w?y =0 (Schwingungs-DGL), w > 0

y=e¥ = N4+w2=0
)\1 :iw,)\g = —Ww

y1 = eM® =T = coswz + isinwx Fundamen-
=e "' =coswr —1sinwx talsystem

17



bzw. (Ubergang zu reellem FS):

Z1 = COS WX

. Fundamentalsystem
29 = sinwx

11.5

y = Cisinw + Cycoswx  allgemeine Losung

oder
A:=./C?+C? C1 = Acosgp
tangpz% Cy = Asin g
1

y = (Acosy)sinwz + (Asin @) coswz

y = Asin(wx + @) allgemeine Losung

A, o ~ willkiirliche Konstante (A > 0) (vgl. 14.3)

18




Beispiel 3: 3"+ 3y — 10y =0

y:e>‘$2> M +32—-10=0

3 9
AMo=—==34/=-4+10
b2 7l
3 7 2
= —— j: — =
2 2 { —9
Yy = 62:19
oy = e } Fundamentalsystem

y = C1e*® + Ce™ >  allgemeine Losung

11.5

19



Beispiel 4:

y" — Ty +6y =0

11.5

y=e®=>XN-TA+6=A-1)(A-2)(A+3)=0

Yy = C’le‘” + 0'26233 + C’?,fi_?m3

Beispiel 5:

allgemeine Losung

y" =5y + 17y — 13y =0

y=eM™ =X -5\24+1TA—-13=0

A1 = 1 ist eine Nullstelle

Horner: X\ =1 1 -5 17 —-13 (A, | +4)
0 1 —4 13
1 —4 13 0
o4

Koeff. des Restpolynoms

d.h. (A2 =5X2+ 17X —13) = (A —1)(A\2 — 4)\ + 13)

)\2—4)\+13:0—> )\2/3
A2
A3

2++v4-13
2+ 3t
2 — 31

= %, etz (27302 | ssungen /Fundamentalsystem

oder e, e?

% cos 3z, €**sin 3z

y = C1e® + Cqe*® cos 3x + C3e*® sin 3z allgemeine Lésun
g

20
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2. Fall: Das charakteristische Polynom g(\) besitzt
mehrfache Nullstellen

gA) = (A=A (A=A, Y pi=mn, k<n

Sei etwa \; eine u-fache Nullstelle mit p > 1

= g(>\1) = g,()\l) = ... = g(:u_l)()\l) =
(denn:
gA) = (A= X)"*R(N)
g(N) = = A)FTh(A) + (A = A)HR'()
= (A= 2D uh(N) + (A = A)R'(\)]
Dann sind % ger® g2eMT | ghleh®

. verschiedene Losungen von L|y] = 0

21
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da:

am
L[a:me)“”] = L[— em]
O™ .
n 0 8m Az
— n— ’ =1
2 Ok g [awe ] 0
n om [ oF
= Zan—k{”\ (8 ke’\w> (Satz von Schwarz)
k=0 m x
8m

n 8k \
= e (o)

88)\mm —
= o (emg(k))

(M 8m—j Az 83 TR
= X (j)(‘))\m_j e ﬁ g()\) (Leibniz)

gD ()= 0 j<p—1
= 0 firm < u—1

Erinnerung (Leibniz): (uv)(™ = 3 (Tgr'b)u(m_j)v(j)

j=0
Bilanz:
Fiir die Nullstellen Aq,..., Az mit den Vielfachheiten
W1, ..., Uk ergeben sich als Losungen:
§>‘1$, xe>‘1w, .. ,x“l_le)‘lf, .. ,gAkx, xekkx, e x“k_lekkf
u1 Funktion n Funktion

Das sind insgesamt @1 + o + ... + pup = n Losungen.

22
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Beweisbar:
Diese n Losungen bilden ein Fundamentalsystem.

Ist A\ = a+¢0 eine komplexe Nullstelle (8 # 0) von g(\),
so ist auch a — ¢ Nullstelle von g.

Die beiden komplexen Losungen

xre(a+iﬁ)x xre(a—iﬁ)x

?

sind dann duch die reellen Losungen

' e** cosBxr, z"e*?sinPx

ersetzbar.

4

Die lineare homogene Differentialgleichung L[y] = 0
mit konstanten Koeffizienten besitzt stets ein elementar
angebbares Fundamentalsystem.

23
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Beispiel 6: y*) + ¢/ —3y" — 5y — 2y =0

y=e = A 4 A3 —3X2—5X —2=0

Horner 1 1 -3 -5 =2
A= —1 -1 0 3 2
1 0 -3 -2 0
A= —1 -1 1 2
1 -1 -2 0
A= —1 -1 2
1 -2 0

also (AM*+ X -3\ -5X1-2)=A+1)3(1—2)

Fundamentalsystem: e~%, ze™%, z%e %, e%*

y = Cre~% + Coze™ + C3z°%e™% + (ye?®
Allgemeine Losung

24
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Beispiel 7:  y®) — 2y 4+ 29" — 4y + ¢/ —2y =0
y = e’® = Charakteristisches Polynom g()\),
gA) =X =220 4+ 203 — 4N+ X -2 = (A —-2)(\? +1)?

Nullstellen:  2,2,7, —1, —1

2x w:7 xezx) 6—7,1;7 Te

Fundamentalsystem: e**. ¢

oder €?% cosz,sinx,xcosz,zsinx

y = C1e?* +Cycosz + Cssinz + Cyxcosz + Csxsinz
Allgemeine Losung

25
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11.5.4 Aligemeine inhomogene lineare DGL
n—ter Ordnung

Lly] = y™4pi(z)y™ V4. Apn_1(2)y +on(2)y = f(2)

(1)
D1, ..., Pn, [ ~ stetig fir z € (a,b).

y1(x), ..., yn(x) sei ein Fundamentalsystem von L[y| = 0.

Liel:

Es ist eine spezielle Losung ¢(z) von Lly| = f(z) zu
finden;

gemiB Uberlagerungssatz (" Superpositionsprinzip” )
ist dann die allgemeine Lésung von (1) gegeben durch
y=Ciyi(z) + ...+ Cnyn(z) + ¢(2)

A) Variation der Konstanten

Ansatz:
p(z) = Cr(z)y1(z) + ... + Cr(z)yn(z)

L[p] = f liefert nur eine Gleichung fiir C1,...,C,, = Es
gibt Freiheitsgrade; wir fiigen (n — 1) Zusatzgleichungen
hinzu:

26



n n
= > Cryp+ ) Crn
k=1 —

~"~

1. Zusatzgleichung:

= kE Cryy + Z CrYk

~~

2. Zusatzgleichung:

n
= $- G+l
k=1

-~

3. Zusatzgleichung:

» C

k=1

/
EYk =

» ¢

k=1

!/
Yk —

Zc

!N

EYe —

~~

(n 2) _ Z Cky(n 2) +Zo;<iy/(cn_3)
k_

7

"

0

0

(n — 2)—te Zusatzgleichung: Z C!

k=1

-~

11.5

=0
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Sp(n 1) _ ch(n 1)+ZC/ (n—2)

7

~~

(n — 1)—te Zusatzgleichung: ZCky(n 2 =
k=1

7

o™ = 3 Oy + 3 Cry ™
Das ergibt

Lip] = o™ +pio= 4+ +p,_1¢" +pnp = f(2)
= X Cryy” + 2 Cruy ™

+ Z Cryl"™ 1)

n
+ pn_1 >, Cryp
k=1

n
+  Dn Z Ckyk
k=1

n
= > Cy {yzi") +p1y;(gn_1) + .o+ D1y, +pnyk}
kzl A\ ")

=0

+ Z C’,gyén 1)

= zogyén Y= f(x)
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Zur Bestimmung von Cy(x),...,Cy(x) ergibt das zusam-
men mit den Zusatzgleichungen insgesamt das folgende
lineare Gleichungssystem fiir C1,...,C/:
( Y1 -oo Yn \ ’ 0
v U o (5
: ; :2 — : (V)
(n—2) (n—2) : 0
1n—l) o y?n—l) C’I,’L K )

Die zugehorige Koeffizientendeterminante ist gerade die
WRONSKI- Determinante

W) =W {y,...,yn}, # 0 fiir alle z € (a,b)
L6sung von (V) (CRAMER):

Cl == 1 =1 n
O W(x) T

mit

Y1 cee o Yio1 0 Yit1 cee Yn

y’l .. yé_l 0 Yit1 ... y;L
Di(z) :=| : : : :

n—2 n—2 n—2 n—
SR N
yin R yiﬁl f(x) yi_7|7:1 SR y,({"_l)

— <_1)n+if($) WY1, Yi-1,Yit1s -1 Yn}
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Setzt man

Wi(z) == (=)™ W{y1, ..., ¥i—1,Yi+1,- - -, Un}

Wronskideterminante (n — 1)—ter Ordnung

spezielle Losung von L|y| = f

Fazit:
Ist ein Fundamentalsystem von L[y] = 0 bekannt, so 138t
sich grundsadtzlich eine spezielle Losung von Lly| = f

durch Quadraturen (=Integrationen) ermitteln.

Beispiele:

vgl. Vorlesung

u.a.: Erzwungene geddampfte harmonische Schwingung
(mechanischer Federschwinger/elektrischer Schwingkreis)
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B) Ansatzverfahren (zur Bestimmung einer speziellen
Losung von Lly] = f)

Variation der Konstanten kann sehr miihsam sein. Oft
fiilhren spezielle Ansatzverfahren schneller zum Ziel. Die
Art des Ansatzes richtet sich nach dem speziellen
Funktionstyp der " Stérungsfunktion” f.

Vorgehensweise:

Man bilde L|[f], stelle die Funktionenklasse dieses Aus-
drucks fest (, falls es eine solche endliche Funktionenklas-
se gibt) und mache mit allen Elementen g1, ..., gi dieser
Klasse den Ansatz

o(x) = A191(x) + ... + Argr(x). (2)

Gelingt es, die konstanten Koeffizienten Aq,..., A so zu
bestimmen, dass L[| = f erfiillt ist, dann war der Ansatz
erfolgreich und ¢ ist eine spezielle Lésung von L|y| = f.

Ein Ansatz kann erfolgreich sein, muss es aber nicht.

Beispiele:
vgl. Vorlesung

Bemerkung:

Gilt L[f] = 0 oder L[fi] = 0 bei f = fi+ ...+ fr,
so fiihrt die angegebene Vorgehensweise nicht zum Ziel
(" Resonanz™).
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Ist p(z) = A191(x) + ... + Argr(z) der gem3B (2) kon-
struierte ("alte”) Ansatz, so fiihre man

yo(z) = (co + c1x + ... + cma™) - p(z) als neuen An-
satz ein (mit geniigend groB gewahltem m) und versuche,
die Koeffizienten cg, ..., cm, A1, ..., Ak aus L{yo| = f zu
ermitteln.

Beispiel:
vgl. Vorlesung
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11.6 Eulersche Differentialgleichung

Lly] = ap2"y™ 4+ a12™ 9" Y 4 4 a,_ 12y + any = f(z) (1)
ao, . . ., an reelle Konstanten, ag #0; > 0

~ lineare DGL mit den Koeffizientenfunktionen
pi(z) = i i=1,....,n, x>0
aogx®
A) Homogene DGL
Die Substitution z = e’ iiberfiihrt L{y] = 0 in eine lineare
DGL mit konstanten Koeffizienten fiir y(e!) gemaB des

folgenden Lemmas:

; dt 1 4
r=e —t=Inxr, —=-—=c¢
dr
. dr
rT=—=e ==z
dt
Lemma:
Es gilt
dky
k) _ __—kt
y( )—%—6 Ty |y
. d* d
wobei T |y| := bkd—f + ...+ bld—?z + boy
d. h. T} ist linearer Differentialoperator k—ter Ordnung
bzgl. der unabhangigen Veranderlichen ¢ mit konstanten
Koeffizienten (bg, by,...,bg).




11.6
Nachweis mit vollst. Induktion nach k:

Im folgenden werden die Ableitungen nach x mit einem Strich, die
Ableitungen nach ¢ mit einem Punkt bezeichnet.

d’y

0.0 _ _
k=0:x @—1-y,:>To[y]—y
dy dy dt . 1 i
kj:]_ I — = . = - — = ¢
J dr dt dx J T ©
= Tilyl =y

kE— k+1:
k+1
g 29y d gy 4 gy dE
drktl  dx dt dx
d dt
= (e M T[y]) - . nach Ind. vor.

= (—ke_’“Tk[y] +e* <% Td:u])) e’
= e—(k+1)t£—ka[y] + Ti[9]),

=:T}41[y]

Dabei ist T 1 ein linearer Differentialoperator der Ord-
nung k 4+ 1 mit konstanten Koeffizienten, ged.



Es gilt daher

:Cky(k) — xke—kthk[y]
— ekte—ktTk[y]

|
S
i
a
8
a
@A
E

so dass L|y]

11.6

(2)

Lineare DGL n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

fir y(e') =: 2(t).
(2) hat die Form
" dkz
Z CkW = 0.
k=0

Der tbliche Losungsansatz
2(t) = eM

fuhrt auf

et (i ck)\k> = 0.

k=0

(3)



11.6

Das charakteristische Polynom

n

Qn(A) =) N

§=0
besitze die Nullstellen Aq,..., Az mit den Vielfachheiten

k
Pis--os Pk, >, i =mn, also
j=1

Qn(A) = cn(A = A)H - (A= AP,

Daraus ergibt sich als ein Fundamentalsystem fiir (3)

A1t te)\lt
5.

et 1At

o oy

(4)

ekt et o ppET ARt

Y °

Die Riicksubstitution z = ¢!, ¢t = Inz, et = (ef)i = N
liefert

™M, (Inz)z?, ..., (Inz)*r 1M

(5)

2™, (Inz)z ..., (Ing)*e~ 1z

als Fundamentalsystem fiir die homogene Ausgangs-DGL
Lly] = 0.
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Wie bei der allgemeinen linearen homogenen Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten gilt:

Wenn komplexe Nullstellen A\; des charakteristischen Poly-
noms (), (\) auftreten, dann stets in konjugiert komplexen
Paaren.

Gilt etwa A1 = a4+ 10, Ay = a — i3, so lassen sich im
Fundamentalsystem (4) jeweils die beiden komplexwerti-
gen Funktionen

tmett = ¢melatiB)t — ¢meat (o5 Gt + 4 sin Gt)
tmetet = tmela—if)t — ¢meat(cog Bt — isin Bt)

ersetzen durch die beiden reellwertigen Funktionen

tme®t cos (3t
$meat sin Bt

Im Fundamentalsystem (5) lassen sich entsprechend je-
weils die beiden komplexwertigen Funktionen

(In :r;)m:caiw = (In w)mmamiiﬁ = (Inz)™z%[cos(Blnz) * isin(B1ln )]

ersetzen durch die beiden reellwertigen Funktionen

(Inz)™x* cos(BInx)
(Inx)™zsin(BIn x),

so dass stets ein reelles Fundamentalsystem angebbar ist.

(Beachte: ¥ = "% = cos(BInz) + isin(B1lnx))
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Wichtiger Hinweis fiir die Praxis:

Die Substitution z = e’ und die Ermittlung der linea-
ren DGL (3) mit konstanten Koeffizienten braucht nicht
explizit vorgenommen zu werden.

Man mache bereits in der zu (1) gehérenden homogenen
DGL
Lly] =0

den Ansatz

A

y=x" (= e”)

und erhdlt sofort das charakteristische Polynom Q()),
dessen Nullstellen das Fundamentalsystem bestimmen.

B) Inhomogene DGL
Lly) = an_pa*y® = f(z)
k=0

Eine spezielle Losung lasst sich (- wie im Allgemeinen
linearen Fall -) ermitteln durch Variation der Konstanten
oder durch Ansatzverfahren.

Beispiel: vgl. Vorlesung
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11.7 Lineare Differentialgleichungssysteme

11.7.1 Allgemeines

Gegeben: DGL-System 1. Ordnung fiir n gesuchte

Funktionen y1,...,yn
yl(t) — fl(t7y17°°'7yn>
(1)
yn(t) — fn(t7y17°°°7yn)
(1) heiBt lineares System, wenn fi,..., f, lineare Funk-
tionen von y1, ..., Y, sind:
y1(t) = aun(@)yr+ ...+ aw(t)yn + 91(7)
y@(t) = ail(t)yl + ...+ ain(t)yn + gi(t) (2)

Un(t) = an1(t)y1+ ...+ ann(t)yn + gn(t)

bzw. in Matrizenschreibweise:

y(t) = Ay(t) + g(t) (3)
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wobeli

y1(t) y1(t) g1(t)
y(t) := ( : ) , y(t) = ( : ) , g(t) = ( : )

yn (1) Un(t) gn(t)
A = A(t) := ((aik (1)) (n,n)

Im Folgenden werden die Koeffizientenfunktionen a;(t)
und g;(t) als stetig fiir a < t < b vorausgesetzt;
,k=1,...,n.

Dann sind die Funktionen f,..., f, in (1) LIPSCHITZ-
stetig (trivial, da fj linear bzgl. y;...y,), so dass jedes
0
1
AWP y(to) = : =: y¥ bei beliebiger Vorgabe von
0
Yn
to € (a,b) und y° € R™ eindeutig ldsbar ist
(gemaB Existenz- und Eindeutigkeitssatz).

(3) heiBt inhomogenes System, wenn
g(t) #0. Das System

y(t) = Ay(t) (4)

heiBt das zu (3) gehdrige homogene System.
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Satz 1:
Reduktionssatz (d’Alambert)
Sei y = Ay + g ein lineares (n,n)-DGL-System

(A = ((air(?)) (n,n),a <t < D),

p1(t)
und () = : sei eine Losung des homogenen
on(t)
Systems (d.h. ¢ = Ap), bei der eine Komponente in
(a, b) durchweg von 0 verschieden ist, etwa 1 (t) # 0 fiir
a < t < b. Dann l3sst sich das (n,n)-System y = Ay+g
zuriickfithren auf ein lineares DGL-System der Ordnung
(n—1,n—1).




Beweils:

11.7

Ansatz: Wir fiihren einen neuen Funktionenvektor

ul(t)

ein durch die folgende

Un (t)

Substitution:
Y1

Y2
Y3

Yn

U1
Y2
Y3

Yn

Y1uU1
Pau1 + U2

PY3uU1 + U3 (5)

PnlUl + Unp

P11 + P1U1
YUl + Pau1 + U
©3u1 + P3u1 + U3

kurz (vektorielle Schreibweise):

y = u1p+ (,)

g =u1p + e + (5)

U2
- wobel u =
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In das DGL-System ¢y = Ay + g eingesetzt, ergibt das:

!
pur + i1+ (3) = A(up +(;) + 9
= uléf/—I—A(g) +g

%
)
pin+ () = A(,) +9
4 1
a
Dieses System heiBt ausfiihrlicher mit A = 5
an

I
)
[E
N\
S O
N~
+
N
=Y

p1U1
: . 50
PYoUu1+ U2 = a ” + g2
(6)
. : ay
PpUl +Up = a (u) + gn

Multipliziere die 1. Gleichung von (6) mit (—ﬂ) und

addiere sie zur k-ten Gleichung, k =2,...,n.



11.7

Das ergibt:

0
Uy = <a2 — ﬂal) u.2 + g2 — ﬂgl
P1 = ©1
Unp,
(7)
0
Up = (an_ﬁal) u.2 +gn_ﬂgl
P1 = ©1
Un

lin. DGL-System fiir uo, ..., u,
"Reduziertes” System

Uz
Ist : die allgemeine Losung dieses (n — 1,n — 1)-
Un
Systems (7), so liefert die urspriingliche erste Gleichung
von (6):

0
: 0 : 1 (% g1
1 up =a' +91:>u1:—a1 . + —.
~~ U P1 : ©P1
bekannt N— o~
und #0in (a,b) allg. Lsg. Un
7 A\ -~ J/
vor (D) bekannt

Durch eine nochmalige Quadratur ergibt sich die Funk-
tion uy, woraus dann gem3B Ansatz (5) die Funktionen
Y1 - . . Yn erhaltlich sind. qed.
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Beispiel (zum Reduktionssatz):

1
' 2t 22
y=| 22 @) @ro
)
A

pa(t)
1 1 1 1
o 22 ot T
e=0)= ; 5 |G T =G
2 2 272
U

Reduktionsansatz:

v = (1) = we+ (up) = w()) + (up) = (et )

Uy U
U= (g,) = lagt +uy + o)

y = Ay liefert:

1

. w _ 2t 212 U1

Y=\ gt + ug + 1o 1 1 urt + o
2
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also

: 1 1 1
u1:—2—tu1+2—t2(u1t+m):2—t2m (8)
1t y —1 l t + )— _|_@
U1 +ul+U2—2ul+2t(ul uz) = u1 +
. . U2
t = — 9
Ul + U2 = o (9)
Setze (8) in (9) ein = ! t+ 2
z i | — U Uy = —
22 T2t

Als verbleibendes Restsystem ergibt sich somit | o = 0

Allgemeine Losung des Restsystems: us = C

= U — E—Q
LT g2 T 9p2
C [dt C1
p— _— i iy — K
“ 2 | ¥ 3¢ "

Das liefert die Losung des urspriinglichen DGL-Systems
gemal Ansatz:

C
Y1 = u1 = _2_t+K
C C
Yo = urt +ug = —§+Kt+0:§+m
| 1 K=K
=y= (1) =Ki(¢) + K2 | ¢ _C
Y2 1 KQ'_§

Allgemeine Losung

8
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11.7.2 Homogene Systeme

yi(t) y1"(t)
Seien y! := : N THAE— :

Yn(t) Un ()
m Losungen ("Losungskurven” im R™) des homogenen

Systems y = Ay.

Dann ist auch y = Ciy! + ... + C,,y™ eine Ldsung des
homogenen Systems bei beliebiger Wahl von Konstanten
Ci,...,Ch.

k=1 k=1 k=1

Erinnerung:
yl,...,y™ sind linear unabhingig in (a,b).
 def
Aus m
S Ci(t) =0 in (a,b) (1)
i=1
folgt zwingend C1; =Cy = ... =C,, = 0.

Sei m = n. Dann ist (1) ist ein lineares homogenes
(n, n)-Gleichungssystem fiir C1,...C, mit der Koeffizi-
entendeterminante

Y1 YT
D) :=|y'...y"| =] : :
Y Y
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Das zeigt:

D(tg) # 0 fiir ein ty € (a, b)
= (5) ist nur trivial I6sbar mit Cy = ... =C,, =0
= y!,...,y" sind linear unabhingig

Diese hinreichende Bedingung fiir lineare Unabhangigkeit
von n Losungskurven ist auch notwendig gemal

Lemma (Liouville, Joseph, 1809 - 1882)
Sind yl(¢),...,y"(t) € R® Lésungen des homogenen li-
nearen DGL-System

g(t) = A(t) -y(t), a<t<b

die Beziehung

ft trA(T)dr
D(t) = D(ty)és 2)

mit beliebig wahlbaren tg € (a, b);
trA(t) == a11(t) + ag2(t) + ... + ann(t) ~ Spur von A
("trace”)

10
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Beweils:

(Der Ubersichtlichkeit halber wird n = 3 gewihlt, der allgemeine
Fall verlduft vollig analog)

Man hat (fir k = 1, 2, 3)

yf = Cl:nyiC + alzy’g’ + 61:13y;113C

y;ﬂ = a21yf + CL22y;c + a23y§

y:’f = a31y]f + a32y’§ + assys; ;

1Y Ys Ys | | Ys Ys Ys | | Ys Yz Uz |
—A\q —:No —Ng

1 1 1 2 2 2 3 3 3
a11y] t @12y T+ @13yY3  a11yy] +a12y5 +a13y3  a11yy] t a12yy t+ a13y3
1 2

Subtrahiere das ajo-fache der Zeile 2 von Zeile 1
Subtrahiere das ais-fache der Zeile 3 von Zeile 1

1 2 3

ai11y; a11y;y a11Yq
1 2 3
Ys Ys Ya

Y Y3 y3

11
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Ebenso ergibt sich

vi vl vi
Ao — 1 1 1 2 2 2 3 3 3
2 ag1yy + a221y2 +ag3y3 a1y] + a222y2 +ag3y3 a1y + a223y2 + ag3y3
Y3 Y3 Y3

Subtrahiere das ao1-fache der Zeile 1 von Zeile 2
Subtrahiere das as3-fache der Zeile 3 von Zeile 2

1 2 3
Yy Yi Yy
1 2 3
- a22Y9 a22Yo9 a22Yo9
1 2 3
Ys Ys Ys
= Q99 - D.

Analog gilt A3 = a33D), so dass

d
— D = (a11 + a99 + CL33)D = (t?“A) - D

dt
trennbare DGL 1.0. fiir D(¢)

12
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D
% _ /trA(t) dt

t

In|D| = /trA(f) d¢  +C;
‘o _
Stammfunktion von tr A(t)
fiir beliebigesty € (a,b)
fttr A(&)dg
D(t) = Cypev , Cop=+e“

t:t0:>D(t0) = ()

ftt"“A(é)dS
also  D(t) = D(tg) € : qged.

Das Lemma zeigt:
Entweder gilt D(t) = 0 fiir a < t < b oder D(t) besitzt
tiberhaupt keine Nullstelle in (a,b).

Daher gilt:

Die Lésungen y'(t),...,y™(t) von §y = Ay sind linear
unabhangig
I 3)

D(t) = |y1(t) ... yn(t)] # O fiir ein t = to € (a, b)

13
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Definition:

Ein Funktionensystem {y',...,y™} von n linear un-
abhangigen Losungen des homogenen Systems y = Ay
heiBt Fundamentalsystem (F'S) oder auch Losungs-
basis.

Satz 2:

Sind die Elemente a;(t) der Matrix A stetige Funktionen
auf (a,b), dann besitzt y = Ay stets ein Fundamental-
system auf (a,b).

Beweis:
Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist jedes AWP

{Q = Ay, y(to) = yo} eindeutig I6sbar.
(bei beliebiger Vorgabe von tg € (a,b),y’ € R?)

U
Die n verschiedenen AWP:

1 0
0 :

Y(to) = .| = e Y(to) = e2,...,y(to) = 0o | =en
0 1

besitzen eindeutig bestimmte Ldsungen yl(%),...y"(¢)
von y = Ay.

14
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Fiir diese n Losungskurven gilt

O =

yi(to) ... 97 (to) :
D(to) — : : = : . = 1.

1 n - . -

Daher sind y'(¢),...,y™(¢) linear unabhingig, bilden also
ein Fundamentalsystem, qed.

Satz 3:
Sei {y',...,y"} ein Fundamentalsystem von y = Ay,
A = (a;x(t)) (n,n), air(t) stetig fiir t € (a,b).

p1(t)
Jede Losung ¢(t) = : des homogenen

Pn(t)
Systems y = Ay lasst sich darstellen als Linearkombinati-
on des Fundamentalsystems, d. h. es existieren Konstan-
tedy,...,d, derart, dass p(t) = dyy*(t)+...+d,y"(¢).

{ > C’iy2(t)‘ Ci,...,Cph € R} ~ allgemeine Losung
1=1 des homogenen Systems

15
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Beweis:
Sei tg € (a,b) beliebig (fest) gewahlt. GemaB (3) gilt dann

D(to) = |y'(to) ... y"(to)| # 0, (4)

da y!,...,y" linear unabhingig sind.

Betrachte:

n homogene lineare Gleichungen
n + 1 Variable Ky, ..., K,

Y
1 nichttriviale Lésung (Ko, ..., K,) # (0,...,0).

Wiare Ko = 0 in dieser Losung, so erhielte man aus (5)
das homogene lineare (n, n)-(Rest-)System

yl(to)Kl + ...+ y"(to)Kn =0 (6)

mit der nichttrivialen Losung (K4,...,K,) # (0,...,0).
Die Koeffizientendeterminante von (6) ist gerade

D(tg) = |y1(t0) : ..y"(to)‘; wegen (4) gilt D(tg) # 0, so
dass (6) nur trivial [3sbar sein konnte, v/ .

Daher gilt Ky # 0. ’

16
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Mit diesen Konstanten Ky, ..., Ky bilden wir
V() == Kop(t) + K1iy'(t) + ... + Ky (t)  (7)

— (t) ist Lésung von y = Ay (als LK von Ldsungen)
— (t) lost das AWP 9 (tg) =0 € R™

[Das ist gerade Inhalt von (5)]
Dieses AWP wird auch von der (trivialen) Losung y(t) = 0
gelost

| Ex. - u. Eindeutigkeitssatz

P(t) =0
U (7)1 KO # 0
Kl Kn

)= | yl(t —— | y"(¢
(1) <K0>y()+ +< K0>y()
Das ist die Behauptung, qed.
Folgerung

Die Menge aller Lésungen von y = Ay ist ein

n—dimensionaler Vektorraum.
Jedes FS von y = Ay ist eine Basis dieses Vektorraums.
Je n 4+ 1 Losungen von y = Ay sind linear abhangig.

17
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11.7.3 Inhomogene Systeme

Satz (Uberlagerungssatz, Superposition)
Sei y¥ irgendeine spezielle Lésung des inhomogenen
Systems y(t) = Ay(t) + g(t),t € (a,b). Dann gilt:

[ y ist Losung des

inhomogenen Systems} = [ =yn + Yol

wobei yg eine Lésung des homogenen Systems ist.

Allg. Losg.\  [Allg. Losg. Spezielle Losg.
{inhomogen} - { homogen }+{ inhomogen }

Bewels:
—: Gelte j = A7 + g, setze ¢ := 7 — 3/°
—»o=y—9'=Ay+g— (A’ +g9) = AT —¢°) = Ay

also: yy := @ ist Losung des homogenen Systems und
es gilt y = o +y° = yg +9°, qed. =

< Sei yy eine Losung des homogenen Systems, setze
Y=y +y°

Alyw +v°) +g¢
= Ay+yg

=y =ya+y° = (Aym)+(Ay°+g)
also: 7 ist Loésung des homogenen Systems, qed. <.

18
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Der Uberlagerungssatz zeigt:

Zur Losung eines inhomogenen linearen DGL-Systems
ist die Kenntnis eines Fundamentalsystems (FS) des zu-
gehorigen homogenen Systems (- "allgemeine Ldsung ho-
mogen” -) und einer (einzigen) speziellen Lésung des
inhomogenen Systems erforderlich.

Liegt ein FS vor, so ldsst sich eine spezielle Losung des
inhomogenen Systems ermitteln durch

Variation der Konstanten:

Sei {y'(¢),...,y™(¢)} ein FS von y = Ay
y = Y Cry®(t) ~ allgemeine Lésung homogen
k=1

Ansatz
(zur Ermittlung einer speziellen Losung inhomogen):

y(t) = D Cr(t)y*() (1)
k=1

y = chyk+zckyk
k=1 k=1

19
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Einsetzen in das System y = Ay + g liefert:

S Cry* + S Cri® A (Z Ckyk> +g

= > CpAy* +g
k=1 T
Y

also S Cryf =g
Dieses lineare Gleichungssystem fiir Ci,...,C, heiBt
ausfiihrlich

yi oo Yp Cy 5

51 : : = : (2)

yn t e yz C’I’L g'n

mit der Koeffizientendeterminante D(¢) = |y*...y"|.

Es gilt D(t) # O fiir alle ¢ € (a,b), da {y'...y"} ein FS
Ist.

Y
(2) ist eindeutig I6sbar mit der Losung
Y oy Pr(t)

wobei Dy(t) == |y'...y* 1, g,4% .. .y"|, (CRAMER),

20
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so dass

Y
0(f) . N Dy(2) L
Zer(]t) = kzzjl (/ D(t) dt) y*(t) ~ spez. Lsg. inhomo-

und

) = 3 Cut) + 3 vH0) [ P

allgemeine Losung des inhomgenen Systems

21



11.7

Beispiel (zur Variation der Konstanten):

1 1
U1 2t 2t2 Y1 t
/1) — >0
(y2> 11 <y2)+‘<t2 ,
2 2t ), g
A

_1
yl = ( 1 ) Y = < % ) ~ Losg. des hom. Systems

[vgl. Beispiel zum Reduktionssatz 1]

—p -

D) = (0,570 = | )

— 240

= {y!,y?} ist Fundamentalsystem.

Ansatz
(zur Bestimmung einer speziellen Lésung inhomogen):

y(t) = C1(t)y' (t) + Ca(t)y?(t)

22



11.7

das heilt:

tCy — Cy = t?

tC1 + Cy = ¢
$

Co=0,Ci=t

L t2
Integration liefert: (7 = o Cy =0

(Integrationskonstanten sind beliebig fixierbar, da nur eine spezielle
Lésung inhomogen erforderlich ist.)

+2 1 =1 1 +2
0 _ 1 2 _ 7 t _— =
y (1) = Cry +Coy” = 5 <t>+0< : )—2<t3>

spezielle Losung inhomogen

Allgemeine Losung:

w-a(1)e(1)16)

C1,C5 € R beliebig wahlbar
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11.7

Erganzung:

Analog zum Vorgehen bei einer linearen DGL n—ter Ord-
nung L|y] = f lasst sich auch bei linearen DGL-Systemen
y = Ay + g eine spezielle Losung des inhomogenen Sy-
stems u.U. durch einen "zugeschnittenen” Ansatz (mit
nachfolgendem Koeffizientenvergleich) ermitteln.

Dabei ist der Aufwand oft geringer als bei der Variation
der Kostanten.

Die Art des Ansatzes richtet sich nach der " Funktionen-
klasse” der Komponenten der Vektoren g, g, Ag

(- falls es eine derartige endliche Funktionenklasse
©1,-->0m : (a,b) = R gibt -).

Ein solcher Ansatz kann erfolgreich sein, muss es aber
nicht.
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11.7

Beispiel: (Ansatzverfahren zur Bestimmung einer spezi-
ellen Lésung inhomogen)

. 4 1
y=Ay+g, yz(;fg),A=<__2 1),g=(§)

also: 1 =4y1 + yo

Yo = —2y1 + y2 + 2€*
Ansatz: % = (3)e’

I y=Ay+g
(e = AQG)e + (200) e
(5) =AG) + ()
also: a=4a+ [
B=-2a+0+2

bzw. 3a+ =0

2c = 2

a=1, 8=-3

y0 = (,)et ist spezielle Ldsung inhomogen

(Probe!)

25



11.7

11.7.4 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

air ... Qin
y=Ay+yg, A= '
an1 ... QGnpn
91(t) y1(t)
g = 5 y Y = 5
gn(t) yn(t)

a;r ~ reelle Konstante
(A) Homogenes System
y= Ay

At

Losungsansatz: y = v - e, wobei v := : (1)

Frage:
Gibt es reelle (komplexe) Zahlen A, vy, ..., v, derart, dass
(1) eine Losung von y = Ay ist?

g = \vet

‘?)ZAy

vert = A(vert) | s eM £ 0
v = Av

26



11.7

(A—AE)v =0 Eigenwertproblem (2)

(2) besitzt genau dann eine nichttriviale Lésung
(v1,...,vn) # (0,...,0), wenn P4(N) :=|A— AE| = 0.

a1 — 1 a12 Cee A1n
a asxspp —1 ... a
Pa(t) := = | o (3)
An1 An2 cee Qpp — T

= Cpt™ + o1t L et + e
Charakteristisches Polynom
Koeffizienten von Py(t):
cp = (—1)"
cno1=(—1)"""(a11 +ag + ...+ ann)

~~

trA ~ "Spur”, "trace” von A

co = detA

Das liefert:

Es gibt eine Losung von § = Ay in der Form y = ve!

mit v # 0
)

A ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms Py(t).
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11.7

P4(t) besitzt - wie jedes Polynom n—ten Grades - genau
n reelle oder komplexe Nullstellen (, wobei mehrfache
Nullstellen auch mehrfach gezahlt werden), d. h.

Pa(t) = (=)™t — A"t — Xo)P2 - .- (8 — A )P

A1, ..., \. paarweise verschieden, " Eigenwerte” von A
M1 + ...+ Ur = T

Ist allgemein X\ eine u—fache Nullstelle von P4(t), so gibt
es 1 zugehdrige linear unabhingige Losungen von y = Ay
der Form

Qr1(t)

Yy = : e k=0,...,u—1, (4)
wobel Qg1,...,Qrn jeweils ein Polynom vom Ho6chst-
grad k ist. Das gilt auch fiir nicht-reelles A\, wenn fiir
Qr1,- .., Qrn Polynome mit komplexen Koeffizienten zu-

gelassen werden.

Ist die Nullstelle A nicht reell, so ist auch die konjugiert
komplexe Zahl X eine Nullstelle von (3); die Aufspaltung
von (4) in Real- und Imaginarteil liefert ein System von
21 linear unabhangigen reellen Losungen von gy = Ay.
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11.7

Von den Nullstellen A1, ..., A, seien
(AL A, -, (Ag, As)

gerade alle Paare konjugiert-komplexer Nullstellen (d. h.
)\1 = )\5_|_1,...,)\3 = )\28 und M1 = MUst+1y---5 s = ,ugs)
und Aosy1,..., A, seien die reellen Nullstellen.

Dann erhalt man gemaB (4) insgesamt

21+ -2+ posy1 F oo F U=+ =1

verschiedene Losungen.
Diese n Losungen bilden ein Fundamentalsystem.

Die Lésungen (4) findet man i. Allg. am einfachsten, indem
man mit (4) als Ansatz in das System y = Ay hineingeht.

Insbesondere gilt:

Unter den Lésungen befinden sich (gemaB (4) fir k = 0)
stets Losungen der Form y! = vlet?t ... y" = v"eM?t wo-
bei v, ..., v" Vektoren des R" sind, deren Komponenten

konstant (unabhangig von t) sind.

Sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms samt-
lich einfache Nullstellen (also » = n und

1 = ... = u, = 1), so gibt es mithin ein Funda-
mentalsystem {y*,...,y"} = {vreMt ... omeMt} mit
vl ... o™ € R™.
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11.7

(B) Inhomogenes System
y=Ay+g(t), AER™g(t),yt) €R"

Die Ermittlung einer speziellen Losung des inhomogenen
Systems erfolgt wie im allgemeinen Fall linearer Systeme
durch Variation der Konstanten (falls ein FS bekannt ist)
oder durch geeignete Ansatzverfahren.

Hat etwa g(t) die Form
g(t) = (B° + bt + ... + bt%)e? (5)
mit 2,61, . .., b5 € R, b® £ 0, o reell, so fiihrt der Ansatz
y°(t) = (B + Bt + ...+ B™t™)e? (6)

zu einer speziellen Lésung 4°(t) des inhomogenen Sy-
stems. BY, B, ..., B™ ¢ R" sind dabei aus ¢y = Ay°+g¢
zu bestimmende Koeffizientenvektoren. Ist o keine Null-
stelle des charakteristischen Polynoms P,(t) = |A — tE],
so ist . = s wahlbar. Ist g eine Nullstelle von P4(t) mit
der Vielfachheit > 1, so ist m = s 4+ p anzusetzen.

(Der Ansatz (6) fiihrt dann auf ein eindeutig I6sbares Glei-
chungssystem fiir die Komponenten von BY, B!, ... B™:
das liefert den " Erfolgsnachweis” dieses Ansatzes.)
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11.7

Beispiel (Lineares DGL-System mit konstanten Koeffizi-
enten)

(B)=( ) () (%)

(A) Homogenes System:

. 4 1
y—(_2 1)y—Ay

Ansatz: y = veM ov= (z;)
| g=Ay
et = Avelt | et
(A—AE)v = 0
Ps(t) = |A—tE|
o4t 1
- -2 1-t

— (4—t)(1—t)+2

t2—5t+6

o 20 5 1
Nullstell Pa(t)it=-+4/——6=-%_
ullstellen von P4 (t) 5 1 6 5+ 3

= A1 =2, =3 Eigenwerte von A

31



Losung yt bzgl. A\ = 2

(A — >\1E)’U — O

(2 0h) ()=

2U1+U2:O

( U1 ) — c( _12 ) mit beliebig wahlbarem ¢ € RR;
etwa ¢c = ]_

)=( )

11.7
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11.7

Lésung y? bzgl. Ay = 3:

(A — )\QE)’U =0

4 —3 1 U1 — 0

-2 1-3 vy |
V1 + Vo = 0
Y

V1 —1 . . g .
( ) —c ( ) mit beliebig wahlbarem ¢ € RR;

(%) 1

etwac=1

*= (o )= (5

{yl,yQ} ist ein Fundamentalsystem.

1 —1
y:Cl< _9 >62t—|—02( 1 )63t

Allgemeine Losung des homogenen Systems
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11.7

(B) Inhomogenes System

Die vorgegebene " Storfunktion” g(t) = ( 31t >e‘t be-

sitzt die in (5) angegebene Form mit s = 1. Der Ko-
effizient o = —1 des Exponentialanteils (e™?) ist kein
Eigenwert von A, daher ist im Ansatz (6) m = s =1
wahlbar. =

Ansatz:

79 (t) = Ay’ (t) + g(t) liefert:

b—a—bt \ _¢ 4 1 a+bt \ _ 3t \ 4
(oazh )= 1) (ot )=+ (1)

| : e
b—a—bt \ [ 4(a+bt)+a+pBt+3t
B—a—p0pt ]\ —2(a+bt)+a+6t+1

(5b+B+3)t+ (5a—b+a)=0

(=2b+20)t+ (—2a+2a—F+1)=0 (7)
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11.7

Koeffizientenvergleich in (7) liefert fiir a, b, o, 8 das lieare
Gleichungssystem

5 +pB = -3 (8)

ba — b+ « = 0 (9)
—2 +28 = 0 (10)

2a 20+ =1 (11)

Aus (10) folgt 8 = b, zusammen mit (8) ergibt das

Das Restsystem (9), (11) lautet dann

S0 +a = —
aa—2

3
2 _2 — —
a (87 5

it der LG _ 1 —
mit der Losung o = o7, a = -5 .

4
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11.7

1

1 _1
0 a + bt ¢ 24 2 ¢
t — =
y (t) <a+ﬁt>e 17 i ] °

24 2

Spezielle Lésung y° des inhomogenen Systems

(Probe!)

N

1 2t —1 3t _% t
y(t)—01< 2)6 —|—C’2< 1 )e —|—< t)e
24 2

Allgemeine Losung des inhomogenen Systems
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