Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet FHT Esslingen
Folien zu der Vorlesung DGL

Gewohnliche Differentialgleichungen
(DGL)

§1.Definition und Beispiele

1) Linearer ungedampfter Federpendel

mi+cx=0

x(t) =Auslenkung zum Zeitpunkt ¢
m  =Masse, c=Federkonstante

2) Gesetze von Faraday und Coulomb
di;

L—*==v;, , C—==i
ar dr ¢

i=Strom, v=Spannung
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3) Radioaktiver Zerfall

dn
dt

=—/An

n(t) = Teilchenanzahl zum Zeitpunkt ¢
A =radioaktive Zerfallskonstante

Definition DGL n-ter Ordnung

Eine Gleichung zwischen einer Funktion
und 1hren Ableitungen heilit gewohnliche

DGL. Die Ordnung n der DGL ist die
Ordnung der hochsten Ableitung:

F(x,9,9,9"....y'™) =0, implizite DGL

v = £(x,9,9",... vV, explizite DGL

Eine Losung y(x)der DGL i1st eine
Funktion y(x), die diese Gleichung erfiillt.
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Beispiele

1) DGL: y'—=y=0
Losung:y =Ce",C e R

2) DGL: ¥+x=0
Losung x = C; -cost +C, -sint; C;,C, e R

Definition

a) Die Menge aller Losungen bildet die
allgemeine Losung emer DGL.

b) Eine Losung, die zuséitzliche
Bedingungen erfiillt, heil3t partikulare
Losung.

¢c) DGL und eine Bedingung =
Anfangswertproblem (AWP)

DGL und mehrere Bedingungen =
Randwertproblem (RWP).
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Satz

Die allgemeine Losung einer DGL n-ter
Ordnung 1st eine Kurvenschar mit n
Parametern. Umgekehrt besitzt eine solche
Schar eine zugehorige DGL n-ter Ordnung.

Ubung 1

Finden Sie die partikulare Losung der DGL
a) aus Bsp 1 mit der Eigenschaft y(0) = 2.

b) aus Bsp 2 mit x(0) =1, x(x)=—-1.

Ubung 2

Finden Sie die zu der Kurvenschar
y2 =2p-x gehorige DGL.
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§2. Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.1. Geometrische Eigenschaften

A) Das Richtungsfeld der DGL

y'=f(xy)

Die DGL gibt in jedem Punkt Fy(x,, vy)

die Steigung my = y'(xg) = f(xy, ) der
Tangente an die Losungskurve durch F,.

Definition

a) Linienelement in £y = Ein kleiner

Tangentenabschnitt an die Losungskurve
durch F,.

b) Richtungsfeld der DGL=die Menge
aller Linienelemente.
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Beispiel y' =y

= e T T e e

e ™a Ta Tm T T T T T T T T Ty

Ubung
Skizzieren Sie das Richtungsfeld und die

Losungsschar der DGLs:
a)xy'—y=0; b) w+x=0.

Bemerkung: Der geometrische Verlauf der
Losungskurven last sich im Richtungsfeld
tberblicken.
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Satz (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)
Durch jeden ’reguldren’ Punkt R, verliuft

genau eine Losungskurve der DGL.

Folgesatz Losungskurven einer DGL
konnen sich in reguldren Punkten nicht
schneiden.

Bemerkung 1n ’singuldren’ Punkten in
denen f(x,y) vom Typ 0/0 ist, miissen
die Aussagen der o.a. Sidtze nicht stimmen

B) Orthogonaltrajektorien (OT)

Definition

Zwei1 Kurvenscharen §;, S, sind

orthogonal, wenn 1thre Kurven sich
jeweils unter emnem rechten Winkel
schneiden.
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Ist S| gegeben, so erhalt man S, so:

1) Wir ordnen §j thre DGL zu.
2) Wir fiihren die Substitution

, -1
y =

durch.
3) Wir losen die neue DGL. Thre
allgemeine Losung 1st S5.

Beispiel

Gegeben 1st S durch die Gleichung
y=C-x,CelR. Gesucht sind die OT.

Losung

4

) Y=C="P=0=xn'-y=0.
X X

2) xy’—y=0—>x(—1,j—y=0
y
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dy

—+x=0
dx

(—l,j—y=02>yy’+x=02>y
Y

xdx+ydy=O:>x2+y2 = R?.

Ergebnis: Die Orthogonalschar der
Ursprungsgeraden 1st die Schar der
"Ursprungskreise’.

2.2. Einfach integrierbare Typen

Die separierbare DGL

Beispiel 1) x-y’ =y

Das L.osungsverfahren

formales Rechnen mit Differentialen
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X y Yy X @_y@dy:dx
dx y X
In|x|+c

Shn|y=Ehn|x|+C<|yl=e

Injx|

=e —|x|e <|ly|Hx|-C,C>0

S y=C-x, CeR

Bemerkung

Die Konstanten werden ,qualitativ
behandelt, d.h. Umformungen  wie

et =C ,InC=C usw. sind moglich und

erwinscht um die Losung der DGL
moglichst einfach darzustellen.
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(1) Die allgemeine separierbare DGL

y =f(x)-h(y)

* Tafel(aufschrieb): implizite Losung

Beispiel 2) y’= y Ubung !

Ergebnis y(x)=Ce", CeR

Beispiel 3) y-y’+x:O

* Tafel: Losung

Ergebnis X+ y2 =C 2, implizite Losung.

Skizzen der Losungsscharen 1-3 !
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(2) Der Typ y, = f(ax+ by +c)

Ansatz  Substitution u = ax+by+c

Beispiel y = (x+y-— 1)2

* Tafel: Losung

Ergebnis y(x)=tan(x+C)—x+1, C e R.

(3) AhnlichkeitsDGL: y = f(yj

Ansatz  Substitution u =

= <

Beispiel xy ’ —y—x=0
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* Tafel: Losung

Ergebnis y(x)=x-In|x|+C-x, CeR.

Hausaufgabe 1) Aufgaben BzM 6

2) y’+2xy:2x; 3) xy’+\/x2+y2 = .

Ergebnisse

5 2
y=Ce ¥ +1; yzl-[Cz—x].

2 C2

2.3. Die lineare DGL 1. Ordnung

Die Normalform:
f(x)-y'+g(x)y=r(x)
Die Losung:
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1) Die Losung der ’homogenen’ DGL
S(x)-y'+g(x)-y=0
als separierbare DGL.
2) Die Losung der ’inhomogenen’ DGL
S(x)- Y +g(x)-y=r(x)

durch ’Variation der Konstanten’.

Beispiel xy'—y=Inx
Losung:
1) Die homogene DGL

xSl C
dx X

:>yh=C-x , C e R.
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2) Die Variation der Konstanten

x(C'(x) x+C(x))-C(x)-x=Inx
= C'(x) x> +C(x)-x—C(x)-x=Inx

= C'(x)-x2 =lnx= C'(x)= Inx/x?

= C(x) = M g = 2]
X X
=y, =C(x)-x=-Inx-1.

3) Die allgemeine Losung

y=yp+y,=C-x—Inx-1

Ubung xy'+y:x2+3x+2
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Die lineare DGL 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Beispiel

Befindet sich ein Korper mit der
Anfangstemperatur 7, in einem Medium

mit konstanter Temperatur T " , SO 1st seine
Temperaturanderung proportional zur
Temperaturdifferenz, d.h. es gilt:

k(T =T, TO) =T,

Gesucht 1st die Temperatur 7°(¢) des
Korpers zum Zeitpunkt 7.

Losung:

dT
Tr-T

m =—k.dt:>ln‘T—T*‘:_kt+C

ST-T =Ce ™ =T@t)=T +Ce™
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=T7(0)=T +C=Ty=C=Ty-T
ST =T +(T,-T )¢ ™.

Ubungen BzM 6, Bsp2.10 b, ¢ Seite 45.

2.4. Einfache Typen von DGL 2. Ordnung.

D) Typ y" = f(x,))
Ansatz: Substitution u = )
Beispiel: xy"—y' =Inx

2) Typ y" = f(»)

Ansatz: Multiplikation mit dem
integrierenden Faktor y'.

Beispiel: " — 2y3 =0, y(0)=y'(0)=1
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Losung:
" 3 _ o 3
y =2y =0=2yy" =4y y =

"2 ,
() =" +C 5 9(0)=y'(0)=1= G =0

, d
=) =y = =42 =
y
:>—l x+CHh = . (0) =
2= x+C2’y
1 ]
) x—1
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§3. Lineare DGLs hoherer Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

3.1. Allgemeine Sitze und Bezeichnungen

Definitionen

1) Linearer Differentialoperator n-ter Ordnung

(1) (n-1)

L,yl=a, -y +a, -y t.o.t+arry +agy

a, = a;(x), y(k) = y(k)(x), k=0,1,..,n
2) Lineare DGL n-ter Ordnung

L [y]=0  homogene DGL (H-DGL)
L [y]=r(x) mhomogene DGL mit
Storfunktion »(x)
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Satze

1) Sind y;(x), y,(x) Losungen der H-DGL
L [y]=0,soistauch die

Linearkombination
Cl "W ()C) + C2 %) (X), Cl’ C2 c R ebenfalls
eine Losung.

2) Die allgemeine Losung der H-DGL 1st
V(X)) =C- () +Cy -y (X)) +... 4+ Cp (%) -y, (%)

wobel

C;,Cs,...,C, e Rund y(x), y,(x),..., ¥, (x)
ein ,Fundamentalsystem® von Losungen
der H-DGL bilden.
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3) Definition: y;(x), y,(x),...,y,(x) bilden
ein ,Fundamentalsystem® wenn

) o) o yu(x)
Y1IE® 2 ey )

#0,VxeR

4) Die allgemeine Losung der
inhomogenen DGL L, [y]=r(x) 1st

y(x) =y, (x)+ yp(x)

wobelyy (x) die Losung der homogenen
und y » (x) eine ,partikulare Losung der

inhomogenen DGL 1st.
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3.2. Die lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten

(1) (n—=1)

Lyl=a, -y +a, -y T..t+apry +ag-y

a, € R, y(k) = y(k)(x), k=0,1,..,n

I) Die Losung der homogenen DGL

Ln[y] =0

Ansatz |y(x) = et AeC

Damit wird die DGL zuriickgefiihrt auf die
Losung der ,charakteristischen Gleichung’

P(A)=a, A"+a, (-A" " +. . +a-A+ay=0
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Beispiel ym — 7y’ +6y=0

Ansatz  |y(x) = et AeC

wobel A eine Losung der
charakteristischen Gleichung 1st:

AP -TA+6=0= k=11, =2,143 =—3

Die Losungen

1. 9. _3.
yx)=e xJz(x):e x,yg(x)ze &

bilden ein Fundamentalsystem der DGL
und somit ist die allgemeine Losung

yu(x)=Ci-e* +Cy -82X+C3 e
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Die homogene DGL 2. Ordnung

Lz[y]:az-y”+a1-y,+a0-y:O

U
P(A)=ar A% +al-A+a0=0

Fallunterscheidung fur die char. Gleichung

(D) A, heR, 4 #4
2) 1, HheR, 4 =4

3) 4, el

Seite 24




Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet FHT Esslingen
Folien zu der Vorlesung DGL

Fallunterscheidung fiir die DGL

(D) A4, HheR, A4 #4

v =C M +Cy P

Q) A, heR, =4 =41

Vi :Cl-e/l'x+C2-x-e/1°x

(3) 4, e C:>ﬂ,1,2 =axj-b

yp, = Cp -e™ cos(bx) + Cy - ™ sin(bx)
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Das asymptotische Verhalten der homogenen
Losung

(a) Wenn Rellaz <0
dann gilt lim y,(x) =0 d.h. die Losung y,,

X—>0

nahert sich asymptotisch dem ’Gleichgewicht’
¥ =0.Falls 4 € C ist y,, eine geddmpfte

harmonische Schwingung.

(b) Wenn Re A, =0

dann existiert lim y,(x) nicht und die
X—>00

Losung y, 1st eine harmonische Schwingung.

(c) Wenn ReA; > 0 oder Re 4, >0

dann existiert lim y, (x) nicht und die
X—>00

Losung y, 1st unbeschrankt.
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Ubungen

1) y”—7y:O
2) y”—2y’+y=0

3) y”—4y’+5y:O

4y ¥+2x+ax=0,aeR.

5) ¥+205+0°x=0:0>0,0cR

Homogene DGLs hoherer Ordnung

Beispiele

1) y —6y +2y +36y=0
) === u=45=-1
Gesucht 1st die DGL und ihre Losung.
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Losungsschema

Ln[y]:() yh(ﬁ'ax)
\J 7
PA)=0>>>>1eC

II) Die Losung der inhomogene DGLs mit
konstanten Koeffizienten

Die Methode des ’Storansatzes’

Das Prinzip:
Die Losung hat die ’gleiche’ Bauart wie
die Storfunktion

Beispiel 1 y'+y=¢€"
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Losung Ansatz y=A-¢', AR
y=A-ef=y' =4-¢"

Einsetzen in die DGL:

V+y=e > A-e"+4-¢" =¢"
=24-¢"=¢" =>A4=1/2

=y, =%ex

X

Beispiel2 y'+y=e

Losung Ansatz y=A-¢*, AeR

y=A-e'"=y =-4-¢"
Einsetzen 1n die DGL:

y+y=e ' =>Ad-et -4t ="

— 0=¢e". Es ergibt sich somit ein
Widerspruch.
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Beispiel 1 ist typisch fiir den sogenannten
Normalfall, Beispiel2 fiir den Resonanzfall

Resonanz tritt auf, wenn eine
Fundamentallosung der homogenen DGL
ein ’Baustein’ der Storfunktion ist.
Folgenden Resonanzfalle sind moglich:

1) A =0 und r(x) besitzt als ’Baustein’ ein
Polynom.

2) A € R und r(x) besitzt als ’Baustein’ die

Funktion e**.

3) A=a = j-b und r(x) besitzt als

’Baustein’ e™* - cosbx oder e™' -sin bx.

Die Ansitze fiir eine partikuldre Losung
der inhomogenen DGL sind in den
folgenden zwei Tabellen fiir typische
Storfunktionen aufgefiihrt.
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Tabelle 1 (,Normalfall®)

Storfunktion r(z)

Ansatz y,,

ay+ax +...+a,x"

Ay + Ax+...+ A4, x"

qe™ Ae™

a COS mX

asin mx Acos mx + Bsin mx

a cos mx + bsin mx

ae™ cos mx

26" sin mox ¢ (A cos mx + Bsin mx)

e (a cos mx + bsin mx)
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Tabelle 2 (,Resonanzfall)

Storfunktion 7(x) Ansatz y,,

ag+ax+..+a,x" X (dy+ Ax+..+ A x")

aekx xl Aek’C

acosmx

asin mx .
X! (Acos mx + Bsin mx)

acosmx + bsin mx

aekx cosSmx

[ kx :
26 sin mx x e (Acosmx+ Bsinmx)

™ (a cos mx + b sin mx)

[ 1st die Vielfachkeit der Losung A der
charakteristischen Gleichung, welche die
Resonanz provoziert.
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Beispiele zur Methode des Storansatzes

a) V'+y"+4y +4y=r(x)

al) r(x)=x; a2) r(x)=cosx
a3) r(x)=3cos2x ; ad) r(x)=e "

b) y'—y=xe " +x

Ansatz

Ergebnis: y, = —ix(x +1)e™" —x

t

c)X—x=t-e

Ansatz

Ergebnis: x, =¢- (;t —lj e
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Komplexer Ansatz fiir die partikulire
Losung

Anwendungsbereich:
_ kx :
r(x)=e"" (a; cosmx+ a, sinmx)
oder aquivalent
_ kx
r(x)=e" cos(mx+ @).
Vorgehensweise: ’komplexe Erweiterung’

Beispiel 1 y"+ '+ y=cosx
Losung:

V' + 3y +y=cosx
\
Z"+7+z= e, y=Re(2)
Ansatz: z, = Ae’*, 2’ = dje’*, 2" = Ajzejx
Einsetzen:
Ae” (14 j+ %) = e = je/* = "
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Aj=1=A=1/j=-j=z,=—je/"
=z, =—j(COSX + jsSinx)=sinx— jcosx

=y, =Re(z,)=smx .

Beispiel 2
y”+2ky’+y=e_kxsinx ,k#0
Losung:

V'+2ky'+ y = ek cos(x—7/2)

"

2" 42k -2 +z=e el (x7/2)

Ansatz:

z, = Yo "ol (x=0) _ 4 =i (J—F)x

' = Ae”/?(j - k)T,
2" = Ae 1P (j—k)*eV TR

Einsetzen und durch e dividieren:
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T
J2

[(=k + j)* +2k(—=k + j)+1]- de /¢ = ¢
Nach Berechnung der eckigen Klammer:
kP AeI? =2 S kP AP = oI
Betrage und Winkel gleichsetzen:

Ak2=1,—¢+7z=—7z/2:

1 1 (=7
A:k—2 9¢:37Z'/2:>Zp:k—2‘€_kx‘e 2
| —Jox RY/4
ysze(Zp)zk—z-e 'COS(X—T).

Ubung (Resonanzfall)

X+X+X+x=2C0Sst
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§4. Die Schwingungsdifferentialgleichung

(S-DGL)

4.1. Definition und Beispiele

Definition (DIN 1311):

ax+bx+cx=r(t); a,c>0, b=>0

Beispiele (BzM 6, Seite 57)

Feder — Masse Schwinger, elektrischer
Reihenschwingkrelis.

4.2. Freie Schwingungen

ax+bx+cx=0
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Die charakteristische Gleichung:

b b* ¢
al? +b/1+c—0:>112:—2—+ Py i
a a a

Hergeleitete Grof3en:

5:2[),0)():\/;,@61:\/&)02—52 , D=
a

a

o
)

Dampfung, Frequenz der ungedampften
beziehungsweise gedampften Schwingung,
Dampfungsgrad.

Die DGL und die Losungen A4 »:

x+25x+0)02x:(); 11,2:—5i\/52—0)02
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Fallunterscheidung nach o, o,

1) Ungeddmpfte Schwingung 6 =0:

A1 =% jwy = x(t) = Ccos wyt + C; sin wyt

Die Losung ist eine harmonische
Schwingung.

2) Schwache Dampfung 0 <0 < o,

Alp=—0% joy

= x()=e (Cicosawy it + C, sinw,t)

Die Losung 1st eine geddmpfte
harmonische Schwingung.
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3) Grenzfall 6 = @y,
dip=-0=x(t) =€ (C + Cyt)

Die Losung ist aperiodisch.

4) Starke Dampfung o > o,

11,2:—5i\/52—a)02 <0

= x(¢t) = Cle’ilt + Czeﬂ’zt
Die Losung 1st aperiodisch.

Die geometrische Veranschaulichung der
Losungen

A) Skizzen B) MatLab Simulation
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(1) 5=0

Eine Harmanische Schwingung

FHT Esslingen

(2)0<o<ay

Eine gedampfte harmonische Schwingung

1 T T T T T T T

x(t)

Seite 41

a0



Prof. Dr. Dan - Eugen Ulmet
Folien zu der Vorlesung DGL

(3) 0 =w,

Aperiodischer Grenzfall

D"q' T T T T T T T

0.35

0.3

0.25

= 0z

015

0.1

0.05

4) 0> w,

Aperiodische Kriechbewagung
I:I35 T T T T T T

0.3

0.25

0.2

015

0.1

0.05
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4.3. Erzwungene Schwingungen bei
harmonischer Erregung

Die S-DGL ist

2

X+20%+wy x = a)02 - A cos(wgt)

wobel Ay cos(wgt) die harmonische

"Erregung’ darstellt (z.B. eine Feder oder
Wechselstrom, s. BzM 6, Seite 60).

Die Losung hat die allgemeine Bauart:
x(#) =x5(t) + x,(2) .
Die homogene Losung wurde unter §2

vorgestellt. Eine partikulare Losung hat die
Darstellung (komplexer Ansatz):

x,(t) =4, -cos(wgt — ).
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Die Berechnung der partikularen Losung
erfolgt nach der Methode des komplexen
Ansatzes. Fiir die qualitative Untersuchung
der Abhangigkeit von Amplitude und
Phase der partikuldren Losung von den
Parametern o, @y, Ar, @y sind die

folgenden Grof3en wichtig:

A
u:w—E,Dzi,Vz—p, genannt

@ @y Ag

dimensionslose Frequenz, Dampfungsgrad
und Verstarkungsfaktor.

Berechnungsformeln
fir Verstarkungsfaktor und Phase

1 2Du
, tang = >

V(u,D) =
\/(1—u2)2+4D2u2 I—u
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Die Abhangigkeit von 4, und ¢ von @y

bei festen Werten von o, @y, A wird

Amplituden- bzw Phasenfrequenzgang
genannt.

Der Amplitudenfrequenzgang

1
\/(1 — u2)2 +4D%u?

V(u,D) =

Der Amplitudenfrequenzgang
T

Verstarkungsfaktor
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Der Phasenfrequenzgang

2Du

Der Phasenfrequenzgang
4 \
3.5
D=0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
3r [
| D=0
\
| D=0. D=0.5*sqrt(2)
25 |
I
° I
2 \
< 2 |
o
‘ D=5
15F
[
[
\
i |
I
I
0.5 :
[
[
0 |
0 1 2 3 4 5 6 7

Zur Kurvendiskussion siehe auch Briicken
zur Mathematik Band 6, Seiten 63-64.
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Die allgemeine Losung

X=x,+x,

Die Fallunterscheidung nach o, o, ,wr:

(5) 0=0, o <,

Keine Dampfung Mormalfall 1

(6) 5=0, o > @,
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Keine Dampfung Marmalfall 2

FHT Esslingen

2 T T T T T T T T

=
n
T

=
m
T

(7) 0 =0, o =w,

Resonanzkatastrophe
5':' 1 1 1 1 1 1 1 1

20

40

30

20

10

-10

=20

-30

=400

(8) 5 >0, @y < @,
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Gedampft. Unterkritisch

(9) 0>0, g > w,

Gedampft. Uberkritisch

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.8+ .

0.4 4

=
.
T

&
F=
1
1

o
(]
T
|

o
(wn]
T
|

(10) 5>O, Wr =
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Gedampft. Kritisch

BT

_ | | | 1 | | |
o 10 20 30 40 &0 B 71 80 80 100

Die Fallunterscheidung nach den drei
Parametern o, @, ,wr kann am besten in

Verbindung mit dem Amplituden- und
Phasenfrequenzgang tiberblickt werden.

Zusammenfassend kann festgestellt
werden, dass sich bei positiver Dampfung
nach einer gewissen Einschwingphase die
Erregerschwingung durchsetzt.
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§5. Systeme von Differentialgleichungen

5.1. Das Eliminationsverfahren

Beispiel
1= 24— x @
xZ = —X +2x2 (2)
Losung

1) Elimination einer Variablen

(2) — .Xl = —)'62 + 2X2 — xl = _j(fz + 2X2
(1) — )'cl = 2(—)’62 + 2X2) — X2 — —ZXZ + 3X2 —
—jC.z + 2X2 = —2.7.6'2 + 3x2 — ‘X:Z —4X2 + 3X2 =0
2) Losung der DGL 2. Ordnung in x,.

3) Berechnung von x; = =X, + 2x,.
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5.2. Die Normalform einer DGL

Beispiel 1 X —2X¥+3X—2x=cost

Substitution: x; =x, xy =X, x3 =X
DGL< x?, = 2X3 — 3X2 + 2X1 + COSt?

Herleitung des Systems:

.
X:.xl

)'C=)'c1 :.X2

4

X':).Cz :X3

(X' =2x; —3xy +2x3 + cOSt

In Matrix Form: x=A4-x+ r(¢)
(%)Y (0 1 0N (x ) (0 )
.X'z =0 0 1 |- X9 + 0

) \2 -3 2) %) (cost
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Ubung S-DGL als System

2

X+20x+wy x = 0)02 - A cos(wgt)

5.3. Homogene Systeme mit konstanten
Koeffizienten xXx=4-x

Satz
Das System X = 4- x kann 1m Falle
-einfacher Eigenwerte von 4 ,
oder
-symmetrischer Matrizen A4

auf ein Eigenwertproblem zuriickgefiihrt
werden.
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Losungsansatz:

&
= LM :Q.e/u
&)

Einsetzenimn x=4-x :

de-eM =Adc-eM = Ac=Ac
Somit wird das System auf die Berechnung
der Eigenwerte A und der Eigenvektoren ¢
der Matrix A4 zurtuickgefiihrt. Daraus
entstechen dann Fundamentallosungen der

Bauart x = ¢ -e*. Diese bilden ein
Fundamentalsystem unter den
Voraussetzungen des o.a. Satzes.

Beispiel 1

xl: 2x1—x2 . 2 —1
S x=A4A-x,A=
X2:—xl+2X2 —1 2
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Losung
1) Berechnung der Eigenwerte

Ansatz:

=y
det(A-AE)=0=
-1 2-A

—1
=0
= 2-1)"-1=0=> 4 =1,4,=3

2) Berechnung der Eigenvektoren

Ein Eigenvektor zum Eigenwert A = 4; :

Ansatz:

A A EYe = 0 1 —1\(¢g B 0
a-noe=o=( 70 )-(o)

= ¢; — ¢y =0 (unterbestimmtes LGS !)
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Eine Losung des LGS 1st ¢; =¢, =1 und
1
ein Eigenvektor cl = (lj :

1
Fir A4, =3 ergibt sich analog c? =£ J :

3) Die LOosung des Systems 1st

=C-cleM +C,- e C,C, eR

| |
—> X = Cl £1j€t +C2( 1j€3t

— X1 = Clet + C2€3t s XA = Clet — C2€3t .

Beispiel 2

x1=—2x1—x2 ) -2 —1
Sx=A-x,A=
X2: X1—2X2
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Losung

1) Berechnung der Eigenwerte

-2 -1
det(A— AE)=0=> —
—2-2

= (2-A)+1=0= 4, ,=2%,¢C

2) Berechnung der Eigenvektoren
Ein Eigenvektorzu A=4 =-2-; :

Ansatz:

Treeeo=( Y26
1 jNe 0

= jcy —cp, =0 (unterbestimmtes LGS !)
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Eine Losung des LGS 1st ¢; =1, ¢, = j und

1
ein Eigenvektor c! =( j .
J

3) Die Losung des Systems

Eine komplexe Fundamentallosung 1st:

2o ot ( l.je(_z_ Nt _ ( l.je—zze— jt _
J J

1 COSt — jsint
( _j(cost—jsint)e_zt z( / je‘zr

Jj sint + jcost

cos? —sint
:( | je_zt—l_j( je_Zt |

sin ¢ cost
Ein (reelles) Fundamentalsystem 1st
{Rez(¢), Imz(¢)} und somit ist die Losung

des Systems:
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cost ) _ —sint )
x=0C| . €2t+C2 e !
sin ¢ cost

= x1 =(C;cost—C, sin t)e

FHT Esslingen

9

X, = (Cysint + C, cos t)e

5.4. Die Stabilitdt homogener Systeme

Definition

Das System x = 4 - x heil3t

1) asymptotisch stabil, wenn seine
Losung die folgende Eigenschaft hat:

lim x(¢)=0
[—>00
2) stabil, wenn seine Losung beschrankt

1st.

3) unstabil, wenn seine Losung
unbeschrinkt ist.
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Satz A, seien die Eigenwerte der

Systemmatrix 4. Das System ist:

1) asymptotisch stabil < Re(A4;) < 0 fur
alle Eigenwerte 4.
2) Unstabil , wenn Re(A4; ) > 0 fur einen

oder mehrere Eigenwerte.
3) Fur Re(A;)=01st das System
"grenzstabil’.

Beispiele

Beispiel 1=unstabil
Beispiel 2=asymptotisch stabil

5.5. Lineare inhomogene Systeme mit
konstanten Koeffizienten x = 4- x + r(¢)

konnen mit ahnlichen Verfahren wie
inhomogene Gleichungen gelost werden.
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