Stiitzkurs Mathematik WIW — Ubungen Tag 4

D H BW Datum: 10.01.2011

**LOSUNGSVORSCHLAG***
Duale Hochschule

Baden-Wirttemberg Themen:

Stuttgart Grundlagen der Integralrechnung

Umfang: 4 Aufgaben
Hilfsmittel: Sind keine notwendig. Eine Formelsammlung und ein nicht programmierbarer

Taschenrechner kbnnen aber verwendet werden.

Aufgabe A1 (Integralrechnung mit Parameter):
Gegeben sei eine Parabel mit der Gleichung

f(x)=—cx*+b,

wobei c,be R*. Es sei a der Abstand ihrer Nullstellen und A der Flacheninhalt, den die

Parabel mit der x -Achse einschliet. Zeigen Sie, dass

Lésung:

215 15 225 AT5 A5 125 A 475 05 025 0 02 05 0 075 1 125 15 175 2 735 25 275 3

ar

Figur 1: Beispielskizze fur die Berechnung des gesuchten Flédcheninhaltes.

e Allgemeine Form dieses Parabeltyps:

f(x)=—cx2+b,wobei c>0 und b>0.
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e Berechnung der Nullstellen:

f(x)=0:>—cx2+b:0:>x2:é:>xl:_ b X, =+ b
C C c

Der Zusammenhang mit a gestaltet sich folgender MaBen:

£

e Aufstellen und ausrechnen des Integrals:

| e
:_%{ éj +b-\/§_%.( %j +b-

—ab—a—bzgab
3 3

Anmerkung: Die Konstante k, die beim Integrieren hinzukommt, verschwindet durch die Subtraktion.

Aufgabe A2 (Extremwertaufgabe mit Produktintegration):
Die Wachstumsgeschwindigkeit einer speziellen Gummibaumart im Gewachshaus wird
beschrieben durch die Funktion

we(t)=a-t-e",mtaeR" und re R* in Monaten. (1)

Die Hohe des ausgewachsenen Baumchens werde mit H bezeichnet und wird in Metern

gemessen.

a) Wann ist die Wachstumsgeschwindigkeit extremal? Wann andert sich die
Wachstumsgeschwindigkeit am schnellsten?
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b) Stellen Sie eine Formel fir den Zusammenhang zwischen a und der maximalen
Héhe H auf. Wir groB ist a, wenn der Baum ausgewachsen 3,70 Meter misst?

Runden Sie sinnvoll!

Wir verwenden nun a = 0,50 in obiger Formel.

c) Der Baum gilt als ausgewachsen, wenn sich seine GréBe im Verlauf eines Monats

um weniger als 0,1 cm andert. Wann ist dieser Zeitpunkt erreicht und wie grof3 ist der

Baum dann?

Eine genauere Untersuchung zeigt, dass bei Bdumen dieser (fiktiven) Art, welche im Januar
eines Jahres im Gewachshaus gepflanzt werden, die Formel

W, #) =051 —0,0S-cos(%tj, mit ae R und r€ R* in Monaten, 2)

bessere Ergebnisse liefert.

d) Ein Baum ist nun nach genau drei Jahren ausgewachsen. Wie groB ist er dann? Wie
groB ist ein Baum, der durch Formel (1) mit a = 0,50 beschrieben wird? Wie erklaren
Sie sich das Vergleichsergebnis und wie lasst sich der Zusatzterm in Formel (2)
interpretieren? Wie kénnte Formel (2) aussehen, wenn ein Baum Anfang Juli
gepflanzt wird und sonst gleichen Voraussetzungen unterliegt?

Lésung:
a) Das Schaubild der Wachstumsfunktion des Gummibaumes sieht wie folgt aus
(Zeichnung fir mehrere Werte von a):

Figur 1: Graph der Funktion der Wachstumsgeschwindigkeit.
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Die Wachstumsgeschwindigkeit ist extremal, wenn

W @) =0und w',()#0
gilt. Wir bilden also die Ableitungen:

Wt =ae " —at-e =a-(1-1)e",
wobei wir die Produktregel verwendet haben und es ist
w' () =—a-e" —a-(1-t)-" =a-(t-2)-e",

ebenfalls mit der Produktregel berechnet. Hiermit erhalten wir nun

w . (t)=a-(1-1)-" =0.

Da a als Konstante nicht O werden kann und der e -Teil ebenso wenig, ergibt sich r =1

als Nullstelle. Da

w' o M=a-(1-2)-" =-2<0
e

ist, liegt sogar immer ein Maximum vor. Dies ist so, da a laut Voraussetzung nur
positive Werte annehmen soll.

In diesem Fall betragt die Wachstumsgeschwindigkeit
we)=a-1-e' =a-e,
wobei die Einheit Meter pro Monat betrégt.

Fur die schnellste Anderung der Wachstumsgeschwindigkeit arbeiten wir mit der zweiten
Ableitung.

w's () =a- (t—2)-*",
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die gleiche Argumentation wie bei der ersten Ableitung liefert ¢ = 2. Die Uberpriifung mit
der dritten Ableitung (welche wir hier nicht zeigen) ergibt, dass wirklich ein Wendepunkt
vorliegt.

Einsetzen in die Ableitung der urspriingliche Funktion ergibt

W, =a-(1-2)-e"=-a.
Betrachtet man die Randwerte, so erhalt man

w,(0)=a- (1-0)e*" =a-e

und

2
Kmw' , (1) = 1im“e—9t) =0.
—oo [—o0 e

Bei der Grenzwertbildung wurde die Funktion einfach mit Hilfe der Potenzgesetze
umgestellt und unter Berlcksichtigung, dass eine e -Funktion schneller als alles andere

wachst, berechnet.

Da |a-¢/>|d nach den Voraussetzungen in der Aufgabe, &ndert sich die

Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ =0 am schnellsten.

b) Die maximale Hb6he ergibt sich, wenn der Baum ausgewachsen ist, d.h. bei unserer
Modellfunktion nach unendlicher Zeit. Des Weiteren liegt uns nur die Funktion fir die
Wachstumsgeschwindigkeit vor. Wir missen also integrieren. Nach dem Gesagten ist

[wedi=H .
0
Wir rechnen
jwsG (H)dr = J-(a't'ez_’ )“Jt :
0 0
wobei wir die Produktintegration verwenden. Zur Erinnerung:
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PRODUKTINTEGATION:

Die Funktion lautet: f(x)=ulx)-v'(x)

Fir die Integration gilt dann:

() v () = () - v, = [ (' () () )k

a

Q —

In unserem Fall erhalten wir mit u(t) =a-t und v'(¢) = >

fioa=flwr e jd[]fd[][]
0

u(t) v (t)

2
=[ (r+1)- 2’] =—a-(x+1)- a~(0+1)~ez_0=—w—)w+a'ez=Wsc(x).
e

Durch Grenzwertbildung erhalten wir

2
1im(—“—£x+b+a-e2j =a-¢’=H.
xX—yo0 e

Damit haben wir die gesuchte Formel gefunden, sie lautet

2
H=e¢ -a.

Der Zusammenhang ist also linear, da e’ eine Zahl ist, keine Variable. Damit ergibt sich

bei einer H6he von 3,70 Metern der Wert

a=0,50.

Figur 2: BaumgréBe.
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c) Wir wollen wissen, wann der Baum ausgewachsen ist. Dazu verwenden wir nun die
Integration aus Teilaufgabe b). Dort erhielten wir
2
e P ALA ol Y
e
als Funktion fir die BaumgrdBe in Metern. Die GroBe soll sich im Verlauf eines Monats
um weniger als 0,1 cm (also 0,001 Meter) &ndern. In Formeln
W (x+1) =W (x)<0,001.
Wir rechnen
2 2
_a-e X(+)lc+2)+a-ez Lae £x+1)—a'e2
e e
— . . —_— . . 2 . . 2 . 2 —_— 2 —_—
_—a-ex—2a e-lx-a e -xta-e _x (ae ae)j—(ae 2ae)s0’001.
e e
Fir den vorgegebenen Wert a = 0,50 erhalten wir (numerisch) x = 10,11 Monate. Nach
dieser Zeit ist der Baum
W, (10,11) = 3,693 Meter
hoch.
d) Wir berechnen wieder das entsprechende Integral, wobei ein Jahr ja zwélf Monate hat.
312 36 36
[051-e* ~005 cos(ztj = [w, (i +0,05 | cos[ztjdt
0 6 0 0 6
6 T 36
=W,(12)+ {0,05 iy sin[—tﬂ = W (36) +0 = 3,6945m.
T 6 0 sin(0)=0=sin(67)
Wir sehen aus dieser Rechnung, dass der oszillierende Term sich weg hebt und beide
Funktionen ((1) und (2)) den gleichen Funktionswert liefern. Integriert man bei den
vorliegenden Arten der Sinus- oder Kosinusfunktionen Uber eine volle Periode oder
deren Vielfache (hier: Periode p =27x/% =12), so ist der orientierte Flacheninhalt gleich
0.
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Der Zusatzterm lasst sich als durch die Jahreszeiten bedingte Schwankung der GréBe
interpretieren, da seine Periode genau ein Jahr umfasst. Im Falle eines um sechs
Monate spéter gepflanzten Baumchens, kdnnte z.B. der oszillierende Term addiert statt
subtrahiert werden, so dass

W3 (1) =051 +0,05-cos(%tj, mit ae R und re R* in Monaten

verwendet werden kann.

Aufgabe A3 (Integralrechnung — Basistechniken):
Geben Sie die Stammfunktionen fir die Funktionen mit den folgenden Funktionsgleichungen

an:
a = mx" m_ b =a-si — c
) a(x)=mx"+nx" —c | b)) b(x)=a-sin(mx+c)-cos(2x) | ) c(x) = ——k
mit n=1{1,2,3,...}.
Voaw= | et 0 (0= (met 3
x“—x+7
9 gx)=x-e h)  h(x) =sin(x)-x’ 1) i(x)=e" sin(x)
i) Jj()=In(x) K)  k(x)=sin*(x)+cos’(x) 1) Z(x)=i+x
Vx
Tipp: (In(x))=—
Lésung:
Wir verwenden die folgenden Regeln:
Potenzfunktionen:
c-x" S XM 4 const,
k+1
c-k-x*"
STUTZKURS MATHEMATIK WIW — UBUNGEN TAG 4 — DHBW STUTTGART SEITE 8 VON 15

LOSUNGSVORSCHLAG



- STUTZKURS MATHEMATIK WIW — UBUNGEN TAG 4 ***LOSUNGSVORSCHLAG***

Duale Hochschute
Baden-Wiirttemberg

Stuttgart

Lineare Substitution:

1

———(m-x+Db)"" +const.
m-(k +1)

(m- x +b)*

Ableiten

m-k-(m-x+b)""

NuUtzlich bei Bruch-Funktionen:

S0 so ist ju(x)dx = j ]}'((x)) dx = ln|f(x)| + const.
X

Ist ==
=T

e-Funktionen:

a "
—. "™ 4 const.

. bx+c
a-e b

a- b . ebx+c'

Trigonometrische Funktionen:

a-sin(m- x+b)

Ableiten

a-m-cos(m-x+b)

m

Ableiten

—a-m-sin(m-x+b)

a
——cos(m- x+b)+ const.

a .
—sin(m - x + b) + const.

SEITE 9 VON 15
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Produktintegration:

Die Funktion lautet: f(x)=ulx)-v'(x)

Fdr die Integration gilt dann:

() v () = () - v, = [ (' () () )k

a

Qe

Damit sind wir fir die Aufgaben geristet. Durch Anwenden der Regeln finden wir die
folgenden Stammfunktionen.

n+l n m+1

m
x4+ x" —cx+ const.
n+l1 m+1

a) a(x)=mx"+nx" —c > A(x) =
b) b(x)=a-sin(mx+c)—cos(2x) = (x) = _4 cos(mx +¢)— % sin(2x)+ const.
m
c) c(x) :l—k - C(x) = ln|x|—kx+c0nst.
X

— D(x) = ln‘x2 —x+ 7‘ + const.

2x+3 2x+3

e) e(x)=ae —x* > E(x)= %e —§x3 + const.

)  f(x)=(mx+3) = F(x) =6i.(mx+3)6

m

g gx)=

Die Produktintegration liefert

I(xex}ix = [xex]—j(l - e")dx = (x—1)e* + const.
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h)

h(x) =sin(x) - x*.
Die doppelte Produktintegration liefert

J-(sin(x) - x? }ix = [— x* COS(X)]+ ZJ- (x Cos(x))a’x = [— x* COS(X)]+ [2x sin(x)] -2 J-sin(x)dx

= —x? cos(x) + 2xsin(x) + 2 cos(x) + const.

i(x)=e" -sin(x).
Mit Hilfe der doppelten Produktintegration erhalten wir

I(ex sin(x)ﬁx = [ex sin(x)]—J'(ex cos(x)ﬁx = [ex sin(x)]— [ex cos(x)]—j(ex sin(x))ix
=2 I(ex sin(x)ﬁx = [ex sin(x)]— [ex cos(x)]+ const.

= I e sm(x)ﬁx—% sin(x) — cos(x))+ const.

j) =1n(x). Tipp: (In(x))=—
Wir wollen diese Funktion integrieren. Dazu schreiben wir sie zuerst als ein Produkt
hin:

f(x)=Inx=1-Inx

Nun interpretieren wir die Faktoren als unsere Funktionen in der Produktintegrations-
formel:

u(x)=Inx

V'i(x)=1
Dann bilden wir die bendtigten Auf- und Ableitungen:

u(x)=Inx und u'(x) =—

v(x)=x und v'(x)=1
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Setzen wir nun alles ein, so erhalten wir

Ilnxdx: [x-lnx]—jx-ldx: [x-lnx]—jldx:x-lnx—x+c0nst.
X

k) k(x)=sin’(x)+cos’(x)

Da sin*(x)+cos’®(x) =1 (Additionstheorem) ist K(x) = jldx = x + const.

1
) I(x)=—=+x.
Jx
1 - 51
Wir schreiben l(x)=T+x=x Z+x > L(x)=2-x2 +5x2+c0nst. und das ist
X

L(x)= Zx/; +%x2 + const.

Aufgabe A4 (Integralrechnung fiir Fortgeschrittene):
Bestimmen Sie die Stammfunktionen der Funktionen mit den folgenden Funktionsgleichung-

en.
a) f(x)=arcsinx
b) g(x)=In’x Tipp: Verwenden Sie jln xdx=x-Inx—x.

Berechnen Sie die folgenden Integrale.

1 4 3 2
x"=3x"+x" —x+1
c) j

dx
x> -4

-1

im.sm((g_xw)dx

e) jeﬁdx

0
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Lésung:

a) Wir arbeiten hier mit der partiellen Integration. Es ist

2
v 1-x
—_——

) ) ) 1
jarcsm xdx = j 1-arcsin xdx = {x -arcsin x} — Ix . dx.
w-' ——V— o N—— Lol

v u v u

u'

dx interessiert. Wir setzen u =1—x*, womit

Wir sind nun an J.

X
V1—x?

1 11 11
—u'xdxz—aj.—-(—Zx)dx=——j—du.

Ju 27 Ju

1
Wir finden nun relativ leicht, indem wir ﬁ =u ? verwenden, das Folgende:

1
—%Iu 2duz—l-z'u2 te=—Jutc=—1-x"+c.

2 1

SchmeiBen wir alles in einen Topf, so erhalten wir die gesuchte Stammfunktion:

jarcsinxalxzx-arcsinx+\/1—x2 +c.

O
b) Wieder stirzen wir uns auf die partielle Integration und nutzen dabei den gegebenen
Tipp aus. Es ist

J-lnz xdxz.[lnxlnxdx =[(x'lnx—x)‘lnx]—.[(xlnx—x)'ldx
X
=x~1n2x—x~lnx—.[(lnx—1)dx=x'ln2x—x~lnx—[x'lnx—x—x]+c

:x-lnzx—2x-lnx+2x+c:x-[ln2x—2lnx+1+1]+c

=x-[(lnx—1)2 +1]+c:x-(lnx—1)2+x+c.

S'_I_'UTZKURS MATHEMATIK WIW — UBUNGEN TAG 4 — DHBW STUTTGART SEITE 13 VON 15
LOSUNGSVORSCHLAG



DHBW

Duale Hochschule STUTZKURS MATHEMATIK WIW — UBUNGEN TAG 4 ***LOSUNGSVORSCHLAG***

Baden-Wiirttemberg
Stuttgart

c)

abziehen

l

Hier mUssen wir mit der Polynomdivision beginnen, um einen echt gebrochenratio-

nalen Funktionsteil zu erhalten. Es ist

abziehen

=3+ X - x + D) @ - 4= xP-3x+5
x! — 4x° <
2
l_ 3+ 5x° X
- 3% + 12x <
-(—3x
- 5x° — 13x (53x)
abziehen l 52 _ 920 < ;
— 13x + 21 :

Multiplikationen

Den ganzrationalen Teil kénnen wir leicht integrieren. Fir den gebrochenrationalen

wenden wir die Partialbruchzerlegung an. Unser Ansatz lautet:

~13x+21_ A B _A-(x+2)+B-(x-2) (A+B)-x+2-(A-B)
x*—4 x=2 x+2 x> —4 x:—4 '

Durch Koeffizientenvergleich finden wir hier A=—3 und B =-115. Nun kénnen wir

die Integration durchfihren. Es ist

1 4 3 2 _ 1 1 1
jx 3x 2+)c x+1dx=j(2 5' 1 dx—ﬂ- 1 I
1 x =4 2 s x+2
1
|3 =g ess| <=2, - a2l
1 3 1 3 5
=P -2 +51-| = (-1 == (=1’ +5-(=1) |-=-In(1)+=-In(3
Lp-2 (30 =21 5 )= )+ )
A (3)+ﬂ In(1) = 10%—ﬂ 1 (3):2—2-111(3)
(D=0 4 3 2
Damit waren wir ,schon* fertig.
[
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d) Hier setzen wir u = (9 - xz)- 7 . Dann erhalten wir

ﬂz—Zzzx(:)dx: du .
dx — 27

Wir setzen ein und bekommen

u(3) u(3) 1 u(3)

.[ﬂ:x s1n((9 X ) ﬁ)ix— Iﬂx sin(u dx—j 7oc - sin(u) du =——- Isin(u)du

0 u(0) u(0) —2mx 2 u(0)

-(cos(O)—cos(97Z'))=%-(l+l)=%:1.

_1 o _1
- 2 [COS(M)]%' 2
e) Hier substituieren wir u = \/; womit

du

dx 2\/_

ist. Setzen wir das ein, so ergibt sich

1 u(l)=1
J'e& X = j ”2\/_ du—2ju e"

0 u(0)=0

Von nun an geht es mit partieller Integration weiter, da wir einen Funktionsteil haben,
der beim Ableiten irgendwann verschwindet und einen, der das eben nicht tut. Wir

erhalten

2.:[ue”du— [ue]—Z Ie du =2 [ue]—Z[ ]—[2 (w—1)- ]

[2(11e][201e]2

-2

Uber so ein Ergebnis kann man wirklich nicht meckern, oder?
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