Stiitzkurs Mathematik WIW — Ubungen Tag 2
- D H BW Datum: 06.12.2010

**LOSUNGSVORSCHLAG***
Duale Hochschule

Baden-Wirttemberg Themen:

Stuttgart . .
& Analytische Geometrie und alles, was dazu

gehort.

Umfang: 8 Aufgaben
Hilfsmittel: Sind keine notwendig. Eine Formelsammlung und ein nicht programmierbarer

Taschenrechner kbnnen aber verwendet werden.

Aufgabe A1 (Vektorgeometrie — Basistechniken):
Gegeben sind die drei Punkte S,(3/0/0), S,(0/4/0) und S,(0/0/6). Des Weiteren seien

die beiden Punkte P(1/1/1) und Q(3/3/4) gegeben.

a) Stellen Sie die Gerade g, welche durch die Punkte P und Q geht, auf. Stellen Sie

die Koordinatenform der Ebene E auf, in welcher die drei Punkte S,,S,,S; liegen.

b) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E. Tun Sie dies mit und
ohne Verwendung der Hesseschen Normalenform.

c) Wandeln Sie die in a) fur E gefundene Koordinatenformdarstellung in eine
Parameterdarstellung um.

d) Spiegeln Sie den Punkt Q an der Ebene E und geben Sie die Koordinaten des
Spiegelpunktes Q' an.

e) Bestimmen Sie den Abstand des Punktes S, von der Geraden g .

f) Geben Sie eine Gleichung der Ebene F an, welche parallel zu E ist und in der der
Punkt P liegt.

Lésung:
a) Wir stellen die Gerade durch P(1/1/1) und Q(3/3/4) auf:

1 3-1 1 2
g:X=0P+t-PO=|1|+t-|3-1|=|1|+1-]2].
1 4-1 1 3
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Bei der Ebene E kdnnen wir recht schnell zu einem Ergebnis kommen, denn mit

S,(3/0/0), S,(0/4/0) und S,(0/0/6) sind die Spurpunkte der Ebene gegeben. Es ist

dann sofort

E:lx1 +lx2 +lx3 =1=4x, +3x, +2x, =12.
3 4 6 12

b) Mit Hesse:

Die Hessesche Normalenform fiir die Ebene E lautet

4x, +3x, +2x;,—12

HNF: =0.
V47 +37 427
Durch Einsetzen des Punktes erhalten wir
[4+3+2-12]
d(E,P)= = 0,557 LE.

29 9

Ohne Hesse:
Wir stellen eine Hilfsgerade /& auf, welche senkrecht auf E steht und durch den Punkt
P geht. Den senkrechten Richtungsvektor bekommen wir direkt aus der

Koordinatenform der Ebene E . Er lautet

Diese lesen wir nun zeilenweise aus und setzen die Ausdriicke in die Ebene E ein. Es
ist dann
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4(1+4s)+3(1+3s)+2(1+2s)=12:>29s=3:>s=zig.

Setzen wir diesen Wert fir den Parameter s in A ein, so erhalten wir den Punkt
S(l%/l%/lz—%).

Mit Hilfe dessen ergibt sich der Abstand des Punktes P zur Ebene E':

. 122497 +6° _ | 261 9
d(E,P)=[SP|=\(1-18) +(-15) +{-15) = 297 2929 \29
3
:—“~"0,557-
J29

c) Die Koordinatenform lautet E : 4x, +3x, +2x, =12. Wir schreiben um und erhalten

x; =6—2x, —L5x,.

Nun kdnnen wir das Folgende notieren:

X, = Ix, 0 1 0
X, = lx, =>x=|0|+s:| O |[+7:| 1
x; = 6 — 2x, — L15x, 6 -2 -15

Das ist eine mdgliche Parameterdarstellung der Ebene E'.

d) Der Normalenvektor der Ebene E lautet

3 4
k:x=|3|+r-|3
4 2
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Diese lesen wir zeilenweise aus und setzen in die Ebene E ein:

4(3+4r)+3(3+3r)+2(4+2r)=12:29r=—17:r=—%.

Diesen Wert verdoppeln wir nun, damit wir von Q zu E und dannvon E zu Q' laufen.

Setzen wir dann r* =2r in die Hilfsgerade k ein, so erhalten wir

3 4 (-12
29
N 17 :
q= 3|1-2.-—-|3|= % |
29
4 2) (12

Der gesuchte Punkt ist also der Punkt Q'(-133/-33/1%).

e) Die Gerade g hat z.B. die Parameterdarstellung

1 3-1 1 2
g:x=0P tPQ—1+t 3-1|=|1]|+¢-]|2
1 4-1 1 3

Hieraus lesen wir sofort die (senkrechte) Hilfsebene
H:2x, +2x,+3x,=d
ab. Durch Einsetzen des Punktes §,(3/0/0) ergibt sich
d=2-340+0=6= H :2x, +2x, +3x, =6.

Wir berechnen nun den DurchstoBpunkt der Geraden g durch die Ebene H .
Dazu lesen wir zeilenweise die Gerade g aus und setzen diese Ausdriicke in H ein. Es

ist dann

21+ 2)+2(1+28)+3(1+3r) = 6:>17t——1:t——%
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Damit erhalten wir den DurchstoBpunkt

1 | 2) (&
dH: 1 —ﬁ' 2 = %
1 3) (&

Der Abstand des Punktes S, zum Punkt D, bzw. zur Geraden g ergibt sich hiermit zu

TR T V1296 +225+196 _ 1717

d(g,S,)=I|S,D
(g.5)) 17

= 2,437 LE.

f) Einezu E:4x, +3x, +2x, =12 parallele Ebene F hat die Gleichung

F:4x, +3x,+2x,=f .

Setzen wir nun einen Punkt ein, von dem wir wissen, dass er auf F liegt, so erhalten wir
f . Mit dem bekannten Punkt P(1/1/1) folgt dann

4+3+2=9=f= F:4x +3x, +2x, =9.

Das ist die gesuchte Gleichung.

O

Aufgabe A2 (Ebene umwandeln):
Geben Sie eine Darstellung der Ebene E :—x, + x, +7x, =22 in der Normalenform an.
Lésung:
Aus der Koordinatenform lesen wir sofort den Normalenvektor ab. Dieser ist hier

-1

n,=|1

7
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Nun wahlen wir noch einen Punkt, z.B. (0/8/2), welcher die gegebene

Koordinatengleichung erfillt. Es ist ndmlich —0+8+2-7=22. Damit kdnnen wir eine

Normalenformdarstellung angeben:

-1
E:|x—|8]||e| 1 |=0.
7
O
Aufgabe A3 (Ebene umwandeln):
2 -1
Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung der Ebene E:|x—| 0 ||| 3 |=0.
1 -9

Lésung:
Wir geben zuerst die Koordinatenform an. Diese ist

—x, +3x, —9x, =d .

Durch Einsetzen des Punktes erhalten wir d =—1-2+3-0—-9-1=-11. Damit haben wir

dann, nach der Multiplikation mit —1, die Koordinatenform

x, —3x, +9x; =11.

Nun schreiben wir wie folgt:

x = 11 + 3x, — O9x
X = X
X3 = X3
Anders geschrieben:
11 3 -9
Xx=|0|+s-|1|+z:| O
0 0 1

Damit haben wir eine Parameterdarstellung gefunden.
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Aufgabe A4 (Abstandsbestimmung Punkt-Ebene):
Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P(7/—4/3) von der Ebene E :4x, —8x, +x, =54

mit Hilfe der Hesseschen Normalenform.

Lésung:

Die Hessesche Normalenform der gegebenen Ebene lautet

4x, —8x, +x; —54

V4 +8% +1°

HNF: =0.

Setzen wir den gegebenen Punkt ein, so erhalten wir den gesuchten Abstand:

[4-7+8-4+3-54 9
d(E,P): 9 :52

Aufgabe A5 (Abstandsbestimmung Punkt-Ebene):
Fir welche t hat die Ebene E, :tx, +3tx, —x, =—16 den Abstand 1 vom Punkt P(0/0/1)?

Lésung:

Die Hessesche Normalenform lautet hier:

tx, +3tx, —x; +16

N2 +917 +1

HNF: =0.

Wir setzen den gegebenen Punkt ein und fordern, dass der Abstand gleich 1 ist:

—-1+1
d(Er,P):lz%:M/lOt +1=15=10>+1= 225:>t1,2—+1/1;2
107 +1

Aufgabe A6 (Abstandsbestimmung Punkt-Punkt):
Welche Punkte der Punkteschar P (¢/8t+1/4t+3) haben vom Punkt Q(0/1/3) den

Abstand 27 ?
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Lésung:
Wir berechnen den Abstand der beiden Punkte mit Hilfe der Punkt-Punkt-Abstandsformel. Es

ist

POl =(t=0) + (8t +1-1) + (41 +3-3)° =812 =291 =27 = 1,,, = 3.

Die zugehérigen Punkte sind dann P_(—3/-23/-9) und P_(3/25/15).

Aufgabe A7(Abstandsbestimmung Punkt-Gerade):

Geben Sie eine Parameterdarstellung der Geraden an, von welcher die Punkte A(2/0/0),

B(0/2/0) und C(0/0/2) den gleichen Abstand haben.

Lésung:
Dadurch, dass die Spurpunkte gegeben sind, kénnen wir sofort die Ebene aufstellen, in

welcher diese Punkte liegen.

1 1 1
E:Ex1+5x2+§x3 =l=x +x,+x;=2.

1
Der Normalenvektor ist hiermit 7, =| 1 |. Nun bené&tigen wir noch den Punkt in der Ebene,
1

von dem alle drei Spurpunkte gleich weit entfernt sind. Dieses ist hier der Schwerpunkt, da
das durch die Punkte festgelegte Dreieck ein gleichseitiges ist, was sich aus der Ahnlichkeit
der Punkte ergibt (Man kann es auch Uber die Seitenlangen nachrechnen). Der Schwerpunkt

ist gegeben durch

2
D R ;
s=—-\atb+c)=|3
3 2
3
Die gesuchte Gerade ist somit
2
3 1
g:x=|3[+1t-1].
2
3 1
O
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Aufgabe A8 (Betrachtung baulicher MaBnahmen in einem Gelande):

An einem Hang soll ein Haus mit rechteckigem Grundriss gebaut werden (siehe Figur 1).

Dy D

Settenansicht

Draufsicht

A1y D A

Figur 1: Seitenansicht und Draufsicht auf das Haus am Hang.

Der Punkt A(30/15/5) liegt auf dem Hang (MaBe in Metern gegeben). Das Haus soll

20 Meter lang und 10 Meter breit werden in der Draufsicht. Entlang der Breite des Hauses
steigt der Hang um 4 Meter gleichmaBig Uber die ganze Lange. Das Haus soll allerdings
parallel zum Boden ohne Hang seine Grundflache haben.

a) Wo liegen die Ecken des Hauses? Wie groB ist die Steigung/ das Gefalle des Hangs
in Grad? Wie viel Erde muss abgetragen werden, damit das Haus parallel zum Boden
ohne Hang stehen kann?

In der Draufsicht scheint es so, dass das Haus mit einer Gesamthéhe von 12 Metern durch
die Form des 3 Meter hohen Daches in drei kongruente Rechtecke zerlegt wird (alle gleich

lang und gleich breit, siehe Figur 1).

b) Bestimmen sie die Dachpunkte D, mit i =1,2,3,4 und die Oberflache des Daches.
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Uber das Grundstiick verlauft eine Hochspannungsleitung. Die beiden Strommasten stehen
bei den Koordinaten S,(5/-5/13) bzw. §,(30/30/0) und sind jeweils 50 Meter hoch. Die

Stromleitung verlauft geradlinig von einer Mastspitze zur anderen. Aus Sicherheitsgriinden

soll die Entfernung zwischen Dach und Leitung mindestens 35 Meter betragen.
c) Ist diese Bedingung immer erflllt?

Lésung:

Dy Ih

Seitenansicht

Draufsicht

X1y D A

Figur 1: Nur zur Erinnerung.

a) Die Ecke A(30/15/5) ist gegeben. Das Haus soll 20 Meter lang und 10 Meter breit

sein. Die Lange wird in x,-Richtung gemessen, die Breite in x,-Richtung. Damit

erhalten wir geman der Skizzen

e Punkt B(30-20/15/5)=B(10/15/5),

e Punkt C(10/15-10/5+4)=C(10/5/9),
e Punkt C'(10/5/9-4)=C"'10/5/5),

e Punkt D(10+20/5/9)=D(30/5/9),

e Punkt D'(30/5/9-4)=D'(30/5/5).
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Das Gefalle bzw. die Steigung des Hangs lasst sich hier einfach aus den Angaben
berechnen ohne die analytische Geometrie bemihen zu missen. Auf 10 Meter steigt

der Hang 4 Meter und das gleichmaBig und Uber die ganze Léange des Hauses.
Somit ist

tana:i: o =21,.8°
10

der Steigungswinkel.
Das Volumen der abzutragenden Erde lasst sich durch ein Prisma mit dreieckiger
Grundflache berechnen. Diesen Sachverhalt kénnen wir den Skizzen entnehmen. Es

ist
Hohe=Liinge
Haus
1 ~=
Vige =5 4:10+ 20 =400 me
H_/
Grundfliche

b) Die Dachpunkte bzw. ihre Verbindungskanten unterteilen die Draufsicht gleichmaBig.
Somit missen die Dachpunkte wie folgt liegen, wenn wir die Skizzen betrachten und
die Gr6Benangaben aus Aufgabenteil b) verwenden.

Punkt D, (30/15—%/5+12) =D, (30/113/17),

Punkt D,(30-20/11%/17) = D,(10/113/17),

Punkt D (10/111—&/17)=D (10/8%/17),
3 3 3 3 3

Punkt D,(10+20/84/17)=D,(30/8%/17).

Betrachten wir die Seitenansicht und die Draufsicht, so erkennen wir, dass alle drei

Dachflachen Rechtecke der Lange 20 Meter sein mussen. Die Breite des mittleren
Rechtecks ist sofort durch die Punkte gegeben und betragt 103 Meter. Fir die

Breite der anderen beiden betrachten wir Figur 2.

T
|
|
3 Meter
!
|
|

10/, Meter

Figur 2: FUr die Oberflachenberechnung des Daches.
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2
Es ist die Breite gegeben durch 1/32 + [?j = 4,485 Meter. Damit erhalten wir eine

Oberflache von

10

Oy = 20- ( s 4458) 246,05 m2.

c) Wir stellen zuerst die Geraden durch die Spitzen der beiden Masten, sowie durch die
Dachpunkte gemaB Figur 1 auf. Das Problem kann durch die Betrachtung des
Abstandes dieser windschiefen Geraden gelést werden. Eine Skizze lohnt sich

vielleicht, um die zu betrachtenden Geraden zu erkennen.

—_—
L
1J|

'63)

N

\ (30/30/50)
X1y D A \

Figur 3: Skizze zum Verlauf der Hochspannungsleitung.

Die Spitzen der Strommasten liegen bei S (5/-5/13+50)=S5,(5/-5/63) bzw.
S,5(30/30/0+50) = S,,(30/30/50).

30 -25
e Strommastengerade: g, :x=|30 |+¢-| =35].
50 13
30 -20
e Geradedurch D, und D,: g,:x=|113|+s-| O
17 0
30 =20
e Geradedurch D, und D,: g,:X=|81|+r:| O
17 0
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Wir bestimmen nun wie folgt den Abstand der beiden Dachgeraden zur

Strommastengeraden:

1. Die Differenz zwischen den Stltzpunkten der Geraden bilden.

2. Einen Vektor berechnen, der zu beiden Richtungsvektoren senkrecht ist.

3. Diesen Vektor normieren.

4. Skalarprodukt des normierten Vektors aus Punkt 3 und der Differenz aus Punkt 1

bilden.

5.  Wenn Ergebnis negativ, dann den Betrag nehmen.

Fiir die Geraden g, und g :

30-30 0
1. Esist|30-112|=|181|=43.
50-17 ) (33

2. Wir berechnen einen zu beiden Richtungsvektoren senkrechten Vektor mit dem

Kreuzprodukt:
-25) (-20 0
n=|-35|x| 0 |=|-260].
13 0 =700
0 0
S 1 1
3. Normiert: ny =————-|13 |=—-| 13 |.

2 2 /
VI3®+35° | 56 1394 35

4. Esistdann n, ®q = 37,32 Meter.

Fiir die Geraden g, und g :

Die analoge Vorgehensweise (sogar gleiches Kreuzprodukt liegt vor, also Arbeit
gespart) liefert einen Abstand von 38,48 Metern.

Da beide Abstande groBer als die geforderten 35 Meter sind, ist die Bedingung

immer erfullt.

0
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