Stiitzkurs Mathematik WIW — Ubungen Tag 1

' D H BW Datum: 29.11.2010

**LOSUNGSVORSCHLAG***
Duale Hochschule

Baden-Wirttemberg Themen:
SEULtEant Substitution, Betragsgleichungen, Wurzel-
gleichungen, Logarithmus und Potenzen, Terme

aufstellen und umformen

Umfang: 8 Aufgaben
Hilfsmittel: Sind keine notwendig. Eine Formelsammlung und ein nicht programmierbarer

Taschenrechner kbnnen aber verwendet werden.

Aufgabe A1 (Substitution):
Lésen Sie die angegebenen Gleichungen.

a) x*-3x*+2=0
Vx-3)+3=2+49
c) e +1=2e""

d) (In(x))’ —4-1n(x)=-1

Lésung:

a) Wir setzen u = x” und erhalten dadurch die Gleichung
u’-3u+2=0.

Diese I6sen wir mit der Mitternachtsformel:

~(-3)2/(-3 —4-2.1_3+1_3+1
2-1 2 2

Uy =

Wir erhalten die beiden Lésungen u, =1 und u, =2. Durch die Rucksubstitution

x=+Ju folgen hiermit alle Lésungen der eigentlichen Gleichung:

X, =¥l und x,, =+/2.
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b) Nach der linken Seite der Gleichung missen wir x >0 fordern. Da Jx auf der rech-

ten Seite auch im Nenner zu finden ist, muss sogar x >0 sein. Da V9 =3, erhalten

wir durch die Subtraktion der Zahl 3 den Ausdruck

2\/;—3=%?2x—3\/_:2(:>2x—3\/;—2:0.

Wir setzen nun u :=+/x und es folgt, dass

2u’ =3u—-2=0.

Mit der Mitternachtsformel erhalten wir

—(-3)%y(-3)-4-2:(-2) 3£425 345

Ui = = =

2-2 4 4

Damit finden wir die Lésungen u, =—1 und u, =2. Da die Wurzel einer Zahl als

positiv definiert ist, folgt aus u> = x nur die Lésung x, =4 fir unsere Gleichung. Die

Probe (= Einsetzten der Lésung in die Gleichung) bestatigt diese Ldsung als echte
Lésung.

c) Da e/ >0 ist fir alle x, kénnen wir ohne Einschrankungen mit den e-Termen

multiplizieren. Es ist

y 2

Ti1=2" e +1=2e"V s e 41 =

Wir multiplizieren mit ¢*” durch und stellen die Gleichung noch etwas um und
erhalten dadurch
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Wir substituieren u := ¢*"' und es folgt hiermit
u’+u-2=0.

Mit der Mitternachtsformel ergibt sich

1412 —4-1-(-2) —1£49  —143

u =
12 2.1 2 2

Die Lésungen sind also u, =-2 und u, = 1. Die Riicksubstitution lautet In(u)+1= x
Da der Numerus (hier: u) positiv und nicht 0 sein muss, erhalten wir lediglich die

Lésung x, =In1+1=0+1=1.

d) Der Numerus muss groBer als 0 sein, d.h. die Definitionsmenge ist hier D = (0;0).

Um (In(x))’ —4-1In(x) = —1 zu I8sen, setzen wir u := In(x). Damit erhalten wir

w—du=-1eou’—4u+1=0.

Wir jagen die Mitternachtsformel auf die Gleichung:

)4 -4 axV12 4i2\/§:2ﬂ§_

u = =
12 2.1 2 2

Die Riicksubstitution mit ¢ = x liefert die Lésungen x, = > und x, = > . Beide

liegen innerhalb des Definitionsbereichs der Gleichung.
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Aufgabe A2 (Betragsgleichung mit Parameter):
Lésen Sie die folgende Betragsgleichung.

|x—2|+|x+3| =n-x mit neN.
Fur welche n gibt es keine Lésung?

Lésung:

Die kritischen Stellen der Gleichung sind x, =-3 und x, =2. Es sind

<0 x<-3 <0 x<-3
(x+34>0 —-3<x<2und (x-—2K<0 -3<x<2.
>0 x22 >0 x=>2

Wir betrachten die einzelnen Gleichungen:

x<-3:

Hier wird aus |x—2|+|x+3|=n- x die Gleichung

—(x=2)+[-(x+3)]=mr & x+2-x-3=m e -1=(n+2) x = - ") =
n

D > -3 fir alle ne N, erhalten wir hier keine Lésungen der Gleichung.

-3<x<2:

Hier wird aus |x—2|+|x+3|=n- x die Gleichung

—(x—2)+(x+3)=nxc}—x+2+x+3:nx(:)5:nx(:>§:x
n

Fir n=0 ist 2 nicht definiert, fir n=1 und n=2 ist 2> 2. Fir alle anderen ne {3;4:5;...}

ist 2 ¢ [~ 3;2) und wir haben eine Losung vorliegen.
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x=>2:

Hier wird aus |x—2|+|x+3|=n- x die Gleichung

(x=2)+(x+3)=mrex-2+x+3=mre1l=n-2)x o

ur n= ISt — nIC efiniert. Fur alle anderen n Ist — < <2 un amit liegt keine weitere
Fiir n=2 ist - nicht definiert. Fiir alle and ist 1> <2 und damit liegt keine weit

Lésung vor.

Wir erhalten also fir n >3 fir jedes n eine Lésung der Gleichung und die lautet x =2 .

Aufgabe A3 (Betragsgleichungen):
Lésen Sie die folgenden Betragsgleichungen.

a) \Jd-4+[x=

b) |x*—9+x=3

c) +(x=2) =0

x=2

d) ‘xz +1‘—‘x2 —1‘ =

Lésung:
a) Durch den Wurzelterm miissen wir fordern, dass | >4, d.h. x <—4 oder x>4. Wir

betrachten die beiden Falle:

x<—4:

Hier lautet die Gleichung
N—x—-4—-x=6+—-x—-4=6+x.
Wir quadrieren und erhalten

—x—4=36+12x+x> & x> +13x+40=0.
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Mit der Mitternachtsformel folgt

_ —13%4169-160  —1343

X = > = >

Wir erhalten also die Lésungen x, =—-8 und x, =-5. Beide liegen innerhalb des

betrachteten Intervalls. Wir machen die Probe:

J=(8)—4—(-8) =4 +8=10%6 und y—(-5)—4—(~5)=1+5=6=6.

Somit ist hier nur x, = -5 eine Lésung unserer Betragsgleichung.

x=24:

Hier lautet die Gleichung

Vi—-4+x=6Vx—-4=6-x.

Wir quadrieren beide Seiten und erhalten

x—4=36—12x+x> & x* —13x+40.

Wieder liefert uns die Mitternachtsformel die Lésungen dieser quadratischen Gleich-

ung:

13£4169-160 13%3

X = > ~ 5

Die Ldsungen lauten hier somit x, =5 und x, =8. Beide liegen innerhalb des

betrachteten Intervalls. Wir machen die Probe:
V5-4+5=1+5=6=6 und V8—-4+8=/4+8=10%6.
Hier ist also x, =5 die einzige Lésung unserer Betragsgleichung.

Somit haben wir insgesamt die Lésungen x, =—5 und x, =5 fir die gegebene

Gleichung gefunden.
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b) Die kritischen Stellen sind hier x, =-3 und x, =3. Esist

>0 x<-3
(x*-9f<0 -3<x<3
>0 x2>3

Wir betrachten die verschiedenen Intervalle.

x<-3x2>3:

Die zu I6sende Gleichung lautet hier
X -9+x=3ox"+x-12=0.
Die Mitternachtsformel liefert uns

_—1£41+48 147

X = > —T 5

Die Loésungen lauten also x, =—4 und x, =3. Diese liegen auf den betrachteten

Intervallen und sind somit Lésungen der Betragsgleichung.

-3<x<3:

Die zu I6sende Gleichung lautet hier
—(x2—9)+x=3<:)—x2 +9+x=3x’—x-6=0.
Bemiiihen wir die Mitternachtsformel, so erhalten wir

1+v1+24 1%5

X = > -

Die Lésungen lauten hier also x;, =—2 und x, = 3.
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Somit haben wir insgesamt die drei Lésungen x, =—4, x, =-2 und x,, =3 fir

unsere Betragsgleichung gefunden.

c) Die kritische Stelle ist hier x, =2. Da =] ‘ fir x =2 nicht definiert ist, betrachten wir

diese Stelle nicht. Esist x—2<0 fir x<2 und x—2>0 fir x> 2. Wir betrachten

die einzelnen Intervalle:

x<2:

Hier haben wir die Gleichung

zu ldsen. Es ist —1+(x—2)’ =0 und damit (x—2)’ =1. Diese Gleichung wird ledig-

lich von x=3 gel6st. Da 3>2 liegt aber keine Lésung unserer Betragsgleichung

Vor.

x>2:

Hier haben wir die Gleichung

1

+(x=2)=0
5 tl-2)

zu ldsen. Es ist 1+(x—2)' =0 und damit (x—2)’ =—1. Diese Gleichung wird nur

von x=1 gelést. Da 1<2 liegt wiederum keine Lésung unserer Betragsgleichung
vor. Somit existiert gar keine Ldésung derselben!

d) Hier sind die kritischen Stellen x,,, =*1. Der Term x” +1 ist sowieso positiv fir alle

x . Somit missen wir nur den zweiten Summanden etwas genauer unter die Lupe

nehmen:
>0 x< -1
(¢ -1f<0 —1<x<1
>0 x=>1
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Wir betrachten die einzelnen Intervalle.

x<-1,x=>1:

Hier lautet die zu lI6sende Gleichung

C+l-(x*-1)=2e1+1=2=2.
Diese ist immer erflllt, womit alle x =1 und alle x <—1 Ldsung der Betragsgleichung
sind.

-1<x<1:

Hier lautet die zu I6sende Gleichung
2 2 2 2 2
CHl--(P-l)=2e e —l=2e X =l oy, =1,

Diese Loésungen liegen nicht im betrachteten Intervall, so dass keine weiteren
Lésungen der Betragsgleichung mehr von uns gefunden werden. Es bleibt bei
Folgendem:

Die Lésungen der Betragsgleichung sind alle xe R mit x <—1 oder x >1.
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Aufgabe A4 (Blattformat Oktav):
Welche Seitenlangen hat ein rechteckiges Blatt Papier, das eine Flache von einem
Quadratmeter hat und dessen langere Seite sich zur kirzeren verhalt, wie die Summe der

beiden Seitenldngen zur langeren Seite? (Stichwort: Goldener Schnitt)

Lésung:

Es sei [ die lange Seite und k die kurze Seite. Es ist dann laut Aufgabentext

éz#:lz =lk+k>=1*-lk—k*=0.

Wir l16sen die Gleichung mit Hilfe der Mitternachtsformel nach [ auf:

k> =4 1-(-k) ka4 ake k£S5 ok
2 2

11/2 = >

Uns interessiert nur die Lésung mit dem Pluszeichen, da nur hier die Streckenlange positiv

ist, was wir natirlich voraussetzen sollten. Also haben wir

1+J§k

2

| =

Da wir nun wissen, dass /- k =1m?2, kénnen wir mit dem gefundenen Ergebnis eine der

beiden Seiten berechnen.

=(0,7862 m.

1445 , [ 2
2

ki=1=>k=
1+

Damit ist dann

:”*/g./ 2 :1/1+*/§z1,2720 m.
2 1445 2
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Aufgabe A5 (Termvereinfachung):

Vereinfachen Sie den angegebenen Term so weit wie mdglich.

1+e®

g(ln%)ﬂn(%-1n(\/e_4)j+5.1n(ge+:'1, 1 ]

Lésung:

5 1 e+e’ 1 5 . 1
ln%+ln—-ln\/e_4j+5-ln8 . = In| e* +ln( Inle j

(/e 3] i) Lnfe?)

5 2
+5-In s(1+ 1) -y lne 1| e |+5-m g <t L |1, L LT
1+¢? S\kT - e l+e 2 3 4 5
In1=0

+5-In (e_2)§ =1Z-3lne=1Z -3 =4+,

Aufgabe A6 (Logarithmusgleichungen):
Bestimmen Sie den jeweiligen Definitionsbereich und die Lésungen der angegebenen

Logarithmusgleichungen. Die Gleichungen sind nach x aufzulésen.
a) In(x—1)-In[x+1)=1
b) In(x—4)=1¢

¢) In(? —x?)-In(r+x)=1

Lésung:
a) Der Numerus muss stets positiv und nicht 0 sein, d.h. D =(I;e0) nach dem ersten

Summanden, der zweite bringt nichts Neues. Nach den Logarithmusgesetzen formen

In(x—1)-In({x+1)=1e h{%} -le 1n((*/;:/1%£*/f”)j =1

ohlVr-1)=1oVyi-lze=x=(e+1)

wir um:

Da (e+1)’ € D haben wir die einzige Losung gefunden.
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Es muss auf jeden Fall r >0 gelten, denn so ist die Wurzel definiert. Des Weiteren

muss x—4>1 sein, denn sonst wird der Radikand In(x—4) negativ. Also ist die

Definitionsmenge D = [5;00). Wir erhalten durch Quadrieren In(x—4)=r> und damit

x=e" +4.Firalle >0 ist ¢ +4e D und somit eine Losung der Gleichung.

Es muss gelten, dass x> <t*, was wir aus dem ersten Summanden ersehen und
ebenso muss gelten, dass ¢+ x>0 < x > —t. Wir I6sen die Gleichung mit Hilfe der
Logarithmusgesetze:

t—x)-(t+x)

ln(tz—xz)—ln(t+x):1(:)ln(( . jzl(:)ln(t—x)zl.

Damit folgt, dass x=t—e ist. Da x >—r folgt hiermit, dass t—e>—-tr<1t>+. Es
lasst sich sogar ¢ >< nachweisen, indem man x°> —° betrachtet oder L’Hospital

-2

verwendet.

Aufgabe A7 (Kugel kontra Kegel):

Die Oberflache einer Kugel sei identisch der Mantelfldche eines Kegels. Des Weiteren sei

die Kegelhéhe gleich dem Kugeldurchmesser. Welcher Kérper hat das gréBere Volumen?

Lésung:

Die Oberflache einer Kugel ist gegeben durch O, =4mr.. Der Mantel eines Kegels

berechnet sich mit M ., = 7r,,s . Eine weitere Angabe ist, dass der Kugeldurchmesser gleich

der Kegelhdhe ist, also d, = 2r, = h,, . Damit haben wir nun

4r?2
_ 2 _ _ ATy
OK—MKe:4nTK—n'rKes:rKe——s .

Wir haben nach dem Kegelradius aufgelést, da wir diesen zur Berechnung des

Kegelvolumens bendtigen. Es fehlt noch die Mantellinie s . Es ist

2
4r? 16r;
s=qlhy, +71g —\/(ZrK)2+(—rKj =5 =4r; + 6ZK =s'—4ris’ —16ri =0.
s s
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Wir substituieren u := s und erhalten dadurch
u® —4rqu—16r; =0.

Diese Gleichung l6sen wir mit der Mitternachtsformel.

=165

——
_drg £4l6r +64r  4r2+480r) (+245)2
- - K

u = =
1/2 2 2

Da wir noch riicksubstituieren missen, interessiert uns nur die Lésung mit dem Plus, welche
positiv ist. Damit haben wir

s = 2+2\/§-rK.

Damit ist dann der Kegelradius gegeben:

42
o = e _ 4

. = Fy .
V24255, 2425 "

Die gesuchten Volumina sind:
e Kugel: V, = gm; ~ 4,188790r, .

2
e Kegel: V,, Lponly Lr,{ 21y :Lmﬁ =~ 5,177629r, .
3 3712125 3+3V5

Somit besitzt der Kegel das gréBere Volumen.

Exakt rechnet man:

16 4 16 34345
S>S—=—>

34345

= 4>1++/5=3>+/5, istwahr, also Ve, >V

0
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Aufgabe A8 (Wurzelgleichungen):
Bestimmen Sie die Definitionsbereiche und die Lésungen der angegebenen Gleichungen.
Vergessen Sie die Probe nicht!

Jx-5=x+4-3
b) Val-16+vx—4=0
Jx? =16 —/x+4 =0
V2 =16 +/x* =9 =7 (x +2)

Lésung:

a) Die Radikanden muissen immer grdBer gleich 0 sein. Damit folgt einerseits x =5
aus dem Term +x—35 und andererseits x> -4 aus dem Term ~x+4. Da beide

Radikanden gleichzeitig gréBer gleich 0 sein missen, ist D:{x|x2—5} oder

=[5;00).

Wir I6sen die Wurzelgleichung: Durch Quadrieren erhalten wir
x=5=x+4-2-3-Vx+4+9=3=+Jx+4.

Nochmaliges Quadrieren liefert 9=x+4 < x, =5. Es ist x, € D und die Probe

liefert v5—5=+/5+4-3=0, womit x, wirklich die Lésung der Wurzelgleichung ist.
b) Wir bestimmen die Definitionsmenge: Aus dem ersten Summanden ersehen wir, dass

x =>4 oder x <—4 sein muss. Aus dem zweiten folgt, dass nur x >4 gilt, womit die

Definitionsmenge bestimmt ist zu D = [4;oo). Wir formen um und quadrieren:

N2 —16=—Jx—-4 = x> -16=x-4 < x> —x-12=0.

Die Mitternachtsformel liefert

1£41+48 1£7

X =
1/2
2

[\
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Damit haben wir die Lésungen x, =-3 und x, =4 gefunden. Es ist nur x, € D und

wir machen auch nur hier die Probe:

V42 —16 +4/4-4=0+0=0.

Somit haben wir die einzige Lésung der Wurzelgleichung gefunden. Es ist

x, =x,=4.

Wir bestimmen die Definitionsmenge: Aus dem ersten Summanden ersehen wir, dass

x=>4 oder x<—4 sein muss. Aus dem zweiten folgt, dass x =—4 gelten muss,
womit die Definitionsmenge bestimmt ist zu D = [4;00)U{-4}. Wir formen um und

quadrieren:

NxP=16 =+x+4 = x*-16=x+4 <= x> —=x-20=0.

Die Mitternachtsformel liefert

C1+41+80 149

X =
1/2 2 2

Damit haben wir die Lésungen x, =—4 und x, =5 gefunden. Es sind x, € D und

x, € D . Wir machen die Probe:

V() =16 —-4+4=0+0=0 und V5 =16 —/5+4 =3-3=0.

Somit haben wir die Lésungen der Wurzelgleichung gefunden. Es sind x,, = x, =—4

und x,, =x, =5.

Aus dem ersten Term auf der linken Seite folgt, dass x >4 oder x <—4 sein muss.
Aus dem zweiten Kandidaten folgt, dass x =3 oder x <-3 sein muss. Und aus der
rechten Seite ersehen wir, dass x=-2 gelten muss. Wir erhalten somit die
Definitionsmenge D = [4;oo), da nur hier alle drei Terme definiert sind. Wir

quadrieren nun beide Seiten nach einer kleinen Umformung:
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Vxl —16 4422 =9 = 7 (x+2) & Vx* =16 =7-(x+2) —Vx? =9
:>x2—16:7-(x+2)—2'm'm+x2—9
©-16=Tx+14-2-7-(x+2) Vx> =9 -9

& 21=Tx=2T-(x+2)-/x* -9

& Tx+21=2-/T-(x+2)-Vx* -9

Wir quadrieren und erhalten dadurch und mit 7x+21=7-(x+3)

49 (x+3) =4-7-(x+2)- (x> -9)
49 -(x+3) =4-7-(x+2)-(x=3)-(x+3)

Hier erkennen wir die erste Lésung x, =-3. Dividieren wir nun durch (x+3) so
haben wir

49-(x+3)=4-7-(x+2)-(x-3) @ Tx+21=4-(x+2)- (x-3).
Ganz umgeformt erhalten wir schlieBlich die quadratische Gleichung
4x* —11x-45=0.
Mit der Mitternachtsformel ergeben sich die Lésungen:

1141214720 11£29

Xo3 = 3 ~ T g

Wir haben also die weiteren Lésungen x, =—3 und x; =5 gefunden. Nur x; liegt im

Definitionsbereich und wir machen hierfir die Probe:

Links: V52 —16++/52 =9 =/9 +/16 =3+4=7
Rechts: J7-(5+2) =49 =7

Die Probe gelingt, x, = x, =5 ist die einzige L6sung der Wurzelgleichung.
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