I. ':lilam und Revhen

I.4 Gmd!n‘.ﬂ

Gewndeahliche Spinlreqeln
" Spisiregel 4t Jor Symbelik
> nakuitche dahlen it der Nul s
WN:=
» nalusiiehe Bablen [ohve die Abelr:
o, :=

* Spiolegel 2: Tndizes
Die Buckglaben 0,¢, & berackner ausschlieflich nokerliche Soblen, nenp nichés
anderes ernabat ist.

+ Spislregel 3:  Tolgen und Felgenglicder
* (an)
> Oa

T.4.4 -'Danhllunasﬁm)m von i(qfu

(@) |rekursive ‘m.ubluna.- Altluelies :Flrn’h‘ut Lird curch ene Uembinahdn de~
voran geq angcnsn ‘qumah‘cdcr anagaobm

Beispial:

Lkt dursh eine Jormel mit ay= aln), d-h.

@ explizite Torslaliany : Angata evfol
die’ Tolgen glicder serdien in Abbc"w vom Jnrotesx (hier:n)

a»aeadom .

Es folgt dic Unkrsuchung wn Tolgea.



t 3

. n
Beispil:  Ou= AT g ; ba= 0-3n
wert
403 T
b3
35 ®
30 |
25 |
f: 20
15 |
10 |
5_
o !
o 1 2

I.4.3 Noshpes der Monolenie

J‘;audu Lrijerien:
@ Diffpensenlivitorium:

Qnyq ~ On {

(@) Guekienknnlerium :

Gy
Qn

4-2n

M_ (0e) mit Q= i

Ansenden das Differentenknleriums:



I.4.% Beschranktheit

inikon s

Beispied:  Gegelen ist (ca) mt Ca= 4+ 03" und nE N,

obere Schranke § -
untere Schranke s -
2+
15 |
&
05
0

&m%: .

£.2 Ww‘lﬂz_

T.2.4 Definikion des Genaueries

nilcons

BERRABEN Wie sweise ich nack, dass es nur endiish visia Tofgenglioder nriché
in don &og. £- Sohlauch Schaffen 2

! avrisonT!

L
_Bespiel:  (aq) mit an = ";‘"’ mt ne,,.



Emﬂ‘luna des Grentiseries (Limes):
[ siche hievse ap. 1.3 ]

£.3.2 dou Sahe und ein poor Begrife.

Sok 4+

Sake2:

Begriffe, dis man Ronnen Sollen muss :
¢ sur Aolahon - = il
§=,70%
* eine Jolge mit Gwaroet nennen wir Aonvergent.
> sins 70@: ohne Gentuert hennen wivr cdivtrgent.

* §=9, So nennen ofr (as) eine dulﬂ¢,

%3 Grenrnertsahe

f::,,f‘ W(a..) unet (by) becdte Aercergent mit oen Genguerien a und b
ouch die Jolgen (an28n); (Qu*ba) wnd; Sofern alle. b %o wndt 6£0, Au:vc

die Toige (5] Aomosrgent. o git:

TFor eckursive 1!:‘000 nelelich :



Dic Tolge (s,) mt b= f*{b.o-:f) und by=2 ish Aoavtrgent mel
dem Genanert 9 Beaskmmen Sie diesen.

Z.4 Arithmehische und fomednache Folgan

T 4.4 Anthmekische &M- Ted I

Esist nelN and d ¢ [R\{0]. Tur &ine anihmehsche Fole (%) gt

Evplinit:

Hinseis:

Q, ist hierbed gegeben.

expliule 'Dasﬁllma :

T.4.2 Geometnache 'Elﬂcn'- Tl I

{

Expliest:

Esist neN und qe [R\[0]. Flr ecme Jeomelnsche Tolje (an) grtt

Gegohen it wicder o,



expliaile %uuua :

I.s Vow Indusbefion

Die volslo;dae Jnouckon parde beecls im A. Semesier behandalt. 2cr E-'mm-u»‘ lo"Sen
Sic bille olie ﬁ'acndo ﬂu(dau

. M. (n¢ §).(ne)

lﬁula-, Jefag» Sie: Zﬂ A = 3 33'& ﬁﬁ: ol n éN,,.
fwa

I.6.4 Anidmekische Eagnl'

Auch bei dister neuen Johlenfolge Aonnen Lir hach dem Grentunt. ofigpen

1ICHTIG! Hat (33) einen Grentwerl, So muss (ay) ene Nulfolge sesn. Js+ aber (ag)
e Nulifolge, so hot (Sn) nicht Aangeliigdy einen Grenasert!

Wir bilden dic Puhe dur arihmeh’schen ‘Eac und erhallkrn 8o oie ardhmehvohe
Summendormel :

(0p) mit ag= ay+ &d



=

I1.5.2. Geomehnache 'H&I
Vir betvachn (0n) mé ag = a,-?‘f

=> (Geomsbrsche Rache :

Wir wolien nun einen proiischeen Ausdiuk Ju- dew lehien “Form ffindien :

Fir 19124 exishert mun alse a&n Grensverd (WNerk dor Reihe), denn mid 9‘"‘_.,

ﬁrm-—bnﬁut

I.S.3 ‘Balmmna—wn Rechenerien oder Machutis von Uonoc-apl»

%wmu»4 des Grniuerks einer Peche iet i.A. viel schosrer als be ener y normokn ¥
Tolge. £ ist vielmehr g0, dass der hert eirer Rache nur in seliencn Fallen beskimmrt
erden kann. Sokche Talle wollen Wir uns hier anschauen.

@ 'Eleakopsunm: Hoben Parolsummen aner Pehe die Form von u&?ﬂmpm,

S beken sich durch die poorsse unlerschiedlichen Vorsechen der
lar.kmakn Summanden ofle seg b6 auyd dien ergien undf olen Jehien.

Teleskopsummen :
Tolgerichkiy ergibh sich mik Hilf der Grent nersahe

1

Bolspiel:  Beskiomen Sic-den Neet der ihe & Fipeee) -




@ Monolonie unlerium

Nir betashien die Ruhe ( Za..) Nin arishbie wn Tnolex mo& N mit a, &0

.-fu':- olle M 2Ny unt ene Schranite >0, I dlann

So honwdu" die Rushe.
(@) Majoranten - unst Minpranin knieriam .
Durech Vergieiane mib bevells bekannicn Rethen Aonnen wir A n Wler olie Mon-

Verggnd bw.‘bu'w&cn der dmu unkrsuchien Rehe Machen. Mabhemahich forme -
licven uie des so:

TFuar eine Reihe (é‘n) mt an € C Gelka qﬁlaeuh bnnbaznouneqa

2 unkerschecden st c.mnll,ob pir den Gentvert bsskmmen 1ollen oder 0b Uir neur
dic Uonvergens fstlelien wollen. Lehhiec ist meSiens ashon Schuer

Die Funite @ wnat @ fallen ursr die Sog- inclirchlen Lrileren. Welue L‘ clivebse
Krilevien Scm Konooacmnuhm 8ind, :

(d) Guokienicnlerileriom:

@ Nuntelltnkriem :



Begpiele: ° Tur die Tethe (ﬁ%:’ aa'"l:

i tane (23) g

f.‘ Diffaenien - und met

o
Dis duschachnibliche Anderungsrale

Sisse Seur afe s Y-Achse

P x-Achse

VL"E. ms $ b—a (Grenivert ba'lm) : 2 Maéhoclen
)~ £0x)

b Grengnerl

‘OW: X a‘m '-x.

Fu-$0x) . of '
l-‘m—(:l_%&— =‘!‘::t°f;'=££ x."“"”

L indt



2. Methode: | h- JMelhede: @a=x, A bx X, +h
b - £x,) _ f"‘o)

lim
h-*o h
Beicplel i Ableilen mit der X-Jlethods

Vorgeqeben: Funtbion f mit fix) #x’

. F0d -ftx)
Jred x-l-:: k=%
\——P-d »

Jur 22X, unbesiimmbsr Auachus og.

uuw vird dos Gange mit dem Homer-Sohera oder der Polynometicmion.

Einschub : Hormer- Schemo —» Evhe.-PDF

Wit Yolynomdivision.:

Rt isk die Gmm&hndmy%da

Mit Homer- Schema.: | Auswerlen von  fi) = 3x'-3x3 Jus X-x,20 = X=X,
£ Lawfvariabie

Koefjcsienten :

X.2 Die Ableilung einer Polensfuniicon und olie Ta.aie_rzwmz_
gesacht: F'00 von JU) = x™ (mit aelN,,, Spokr 6 R)




-“o

Herlellung mit h- dsthode unat Binomialheefiitient
Ablilung einer Polendfuniciion s

%&MWM%MM&GI&X,N: ; der Funlion
bes. ihies Sohaubildes in olicgem Puntd S(Xo/f(xe)) inlevpratiert ssarcien Lann
(siche Goeriegunaen Sum Diffuankialquoktnion), Aonnen wir Gber o Puniut ~Shipuigs-
orm (PSF) fi- Gemden dinkt die Thngnle au das FanGhomsschavbild in S
Oufsielien | d.h. den Fankkonsierm angsben.

Gegebon: Shigung m unct Punkd S(xe/ys) => PSF:

d = m(x=-x)+ gy = MX + 4= mx,

§ - Achsenobsohnitf
Jei_einer Tnbkvon £:| Funtdionsierm £(X) und S(x, [ Fix)) gegeton ;
] Tangsode in § an Sohoubild K, von £ J iearkeria focakealry
{““‘""ﬂ‘“ >t = fix)(x-x%) + Sx) ¥

ExtRA:| Sing e Gernoden orthogona! Muesnander (Schnedden sich im reohln Winfal),

& a‘* Jar ihe 'gu'auaeeu m, und my, dass

lp‘.m‘=-4,
Anguondt oug di. eten oufgeshlic Tangenle erhalien oir hiomit die sog.
”°"“‘"""'":8""8"
A __ A
mym, =4 &) my=- =T Tt

Herles Polensfunbiionsables

Cead;mx mi $09 = x*
$ I & Pascalsohss rtisde, Rinomiothosflcienten
b Mabosa: SERFD i
h B A

S (n)  a-k & o
J‘Z‘(*,X h =-x
h




Exbucs: | Binomiolkoeflcrient

DAO"’:‘ £ Elemente

Ui‘oI\n'tk Jl‘ih’dn‘m 8:“ es,
3 von ihnen custao bien t

0
a e (—-6‘-:(=9
= Bmhhamz ¢ Sda

A = 3«33!«0@\;
.

*

$4.3.2:4 S S

Andee Nolakon: 5%.3 =

24 a1 " e

QM‘ml'n -

Nes ist, wenn dic Rechenfbige

nické sahlt
DAO ]
QoA \
Ao | 3'=¢ Moglickkaln der Anorstnung
: ;: = Diese Sindt abducieiotiern
o AQD
von oben &
s‘~.3 P s.'k's'z“ = ;O' = —“_-T
3.2:4 32424 31.2! 31:(s+3)!
Bipemein:

&berl-nam vir dos ouf (x+h)":

(xen)" = (x+h)-Leah)- .. .(xeh)
m Tokklen

Ausmuliiptisiert crgibt das (B x"+ [Ex"h 4 [T x" Ao o Sxh' 48R

()

«c4Q -



Wit dem Umenmodell aus der NT &onnen Ulfr dic , " beskcmmen:
DA .o
v

WicHTiIG: Aus n Urnen werden AK-mal X und (n-&)-mel h geregen. Aw
welshen, cas (st egol (&ene ?u'lnnfolet)!

=> Ueon man k-mal X dishen ill , dann gesshisht olics auf (L] Arien,
el dun Malk'plitation und Addih'on Lemmulaby Smat. Pas sinol

auuu die ,%" in (»).

P 3 PSR 0 R Sy & L 4 I

= Z (0
k=0

geroge

hﬂ:* Lwr "‘P%;_

=A Y (2

- a-k & n —t— —_ e L .r
..Z.:‘:"" LESJEE (B)™s (2) 5"k » Z(d)xh-x
L - - h
a2 04
mx"h + 2 (2 X b . . M‘h‘w
h s R 1R ey
h kdren
Grenane bilden:
®
Jim (n.x"'-l- M;"‘) = nx" = J"(,,)
h &
i j(“l’ dﬂu’ne D
Summanat —» O,
Grnaverisdtpe




'M:

"R
+ Mellenregel
KR

* Quuokenienwgel :
QR

‘ubwn‘: leslen Sie die GR mit der PR und der KR her

Einschub: l&-hﬂwna‘n der @egeln mit der h-Methode —» Eidre-POFg

+ Bedeuinng der Ablethngsn

JL. Exponenicalfunkiconen und Higoerbel funkiionen

4 Gundipge

M&f“"&:

OOEOO

'y 'le!aeulu




.2 Ableden von Exponenicalfunthionen

Dis lerieibungen 3 den folgenden Legoln sinol im Anschluss s ofinclen.

~A5-

Md&nam EXponen lcakfunbiécon mit Bosis 1

Pbleitung einer Exponenkolfisntikon:

ncrhduna m_

h- Methode :
X+h
f(x+h)i(X) ) h— oX - o o,';:.{
Gombergong: lim (& 2824 ) _ g% (i 22
h->o h heo M
Gene:cﬂ- a}

Bslert der Gnnum»f.as , S0 erha len wir die ““':"‘”8
a*. lim -—‘-— a® ay = j;(xJ

h-»o0

Wunsdr: Abledung toglishst einfach , d.h. OQged , denn dann it

In cissem Tall ist £ o) = 4. Werib ootken uiv avbeten.



Wir belrochsn duv Sohasbi lder einigec Eponentiolghunt.iionsn :

45

Fost immer (bis owf den gesuchien Ut von o) hat q= ¥+ Lots’ Sshnrftpuenbde
meb den CGrophen der Ex % onen . Die M.lmd scat,mw‘eur be-
sicmmle Lert von o im Jnkroall (2673) liegen muss! Wiv sehen

h,:=% mit nclN,, | Kenshuttion acseirn
h,:<- :—; mit ne N, Puntuivbigen!

Die. Puntiabigen sind (Py,) und. (P,.):

Offensichiich ist “!c;o:: P, = n'i'?. P,. = Ploj4). Gladmﬁa gk ober

u 6 Puskst
f.‘%) =2 ‘“'% ?:kaumgm
> o= i+4  alse a=aln) = (4+ %)“
Analog erliollen v mik P,_ den Ausdreck

a= a(n) = (A+ -";)
Dles sind 3w Bosendolgen (aq,) wod (ay.). Aussogen her clinse Bfjen Snal:

n+4



Qen lehien Puntit vollen Lir nachisesen :

ﬂhseb&htma_ Neill (@,) smf
>
Qp. > Qps

QDaner ist

Die Bulersche Johl:

Vermu.‘u-na.- ac e ist die M Basis.

Lo Mochois ton 0 = J0 = €¥ nolaenctig !
Ermeut bemihen uir die h- Uelhode :

Flxen)~Fix) e™h_ ox . ehd
s e e
h h h
T,..ﬁ,,. lim &t = 4
m ‘——' -
Hue h:'o
Diesen Nochous ‘rbn'naa. uir mit dem sog. Einschlusshniertum. Wichicg ist hier
susahlich, dass der Grogh von f linkegelorcimmt. ist.

> Wihslpunkt M | / )




%)

¥

05 1 15 2 25 3

'*"V
7
6
5
4
3
2
It punkt (% /a"“)
a
1
2

RV a‘t. + a“k
Es ist 3w 2eigen: @ T~ ¢ 2 (Aanahme)

1)
2,)

= WM&:% :

%lmdola*




£.3 Vachsium,
#.3.4_Lineares Wachskum

Eine crsle Diffeentcalgiechung (siche tap.X):

95.3.2 Exponenlislies | Noku-tiches Wachshem

Bestond gam Jecdpuntit &: £y
At l.mlen' Q

Newer Besland: f(t+at)
Ly Qe Zuvachs betrigh somid: f(2+a0-f10) ~ Sle)

unat ~ At

Die %porl-’omhul- emoah‘cu- Mm&a Ansak :

Aus M.2 st nun behannt, dass abgelesiet

era.l:l-.

Durch Verglecch \-folai-:

=48~

NoJarliches oder exponenbielies Dachshum




Die die Diffucniiolgiachung losenden Funlkonen beifien olemnack Nochsiums-
oder Jerfallsfuntiionen . Dies sind Fanlukonen f mrt

s 0 € R np&alw{ den Vaunt kionsvedt Sum Jlpuntt t=o, denn

Flo) = a.e"°= a-e’ = o.

Nimmt der Besrand pr dectschnd um Vd % /ot , S0 8‘%

4.3.3 Resclrankles Wochekem

Bescmnkies Wochsium fkann der DGL mit £>0 gehorchen.
Doves isé S dii Sclranke oder Gense, der sich der Bestandt Sl6) Sur €00

annahert . Die Faunlidion £ mit

ist di Sugehonige Dnohsieunsyuntbion und lost e’ DbL..

9E.3.4 Logisicsches Lachskum
Vachsiumsfuntilionen f, die di D6L

uk:'hn , ordnen wir @ner besonclsren Torm gon beschranklem Ubchskem 2e , olem
logiskiachen Lachsium. E5 g/H darn fir f , dlass

mit o= \f (o).

® s
m E|II||)‘M&': my beschrinktes Wachstum

10 =

8 .
- <
| lineares Wachstum _—
6| % AE
. " ~ " exponentielles Wachstum
7

logistisches Wachstum
‘d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E-a&rm.ng: E"oaeuuhaﬁm der lhqonm Yunkhonen —» Exirea-POF




2.+ L'Heepilol - Gmdhmhnuga_

Ander wnbashmmbk Ausdiicke (0-00, 0°, 4%, 05°, 00 0 ) Konnen durch
Umdormungen oud aus Jur L'Hogpitsl benchykn ormen (&,2) gebrach
werden ¢

®

®

ou_



9.5 Hyperbelfunhionen :
esa”* e’- e
Anolog du cosk= ———— Und &inx= =— definicren v otve Sog. Kyperbel~

[ 5
Junkhionen, alkrdm‘s ohne oie Akomplexs Ginheit .

Definikon: Sinhx: = Cosh, X:=
Sinus hyper bollcus cssinus hyperbolicus

fanhx:= Cothx :=
tangens hyperbolicus  afangens Q”nﬂnmﬂm

Schoubilder ;

Den Schoubildern sind. folgends Eigenschoflan 2 enine hmen ;
De¢. Werem, Symmahe JMeoneofonie

Sinh x
Cosh X
lonhr
Coth X

Alle Eipenschofion lassen Sich ous denen der €- Funbhon herksden!



Abledteangen -

Ma Leclen Sie die nb‘e;‘uﬂacn her !

Ein lehler ufehk'agr .ﬂu.iammlxu)a

Gnalog Cosix + sinlx =4,

. Rbleskn von Uniblurfenickonsn
£ = Ny x> fl):=4
f 1
Pefimtions-  Nedemenge
ma-ac
Do Unlislirbarkeit - Bigmde Byrifle noteendy
> iyekhe
» sugyokko-
> bivekki

o Jnjekko - _ Ee’ml:“,ﬂw Vankckion  daf jeoles Mo@rmh:z hochskas

Fenkkaonsijed ecnes \eries ober ‘Muﬁmlmvg vernendet

. o8

- z”

anmel aole



D Surjekhio: Bec enier Susjokkom Fenlekon wvirdl jectes Eﬁumuu£wdu»thdunjg;~£ awinolagkns Cvunn’
ak Vankhonsgisrt: tines *'W""‘“‘

Aomplklle Hevicwege 0l Abbibtusgs menge y,m

NICHT S V} .0
SURJEK‘I'I\J’ /

b Bijokkio, Nombinakon | Trfekkc + Secjekkio-

B oinar Bijekkiom Tnkion il jesles Gloment. cer Werlemenge. gonau. eiomul
ak MWMM%:W?M

1&L£Ji2nﬁnqpn.d!L.zhpiﬂLjEyL;VEnkbbuﬁ'nydi»:
Ve Feakhon mo&;du ﬂnﬂe&r&r&dédmamlb Wwvéhlm
JM%:

y T T bijektiv

- -
e \

_~=" injektiv

v




Bapeld: g-K = R wit gx) = wxic und m 0.

gel2:  f+ [on]—> [02] mit ftn = |-x+2l
olne Bebmgeaiviche: j?xla{

Shaze :

"3 ?\

o
B Astea et Sepg eescow et @

=4

et {lﬂk[

Untetrictabion (kaioe Unitelonfeuntcion)

of'2_Aeon ven Uslshnfunichonen

T .24 Jphsche Differensionn

nbhhu-‘fih}hq-: Ytx= -6
; ’ &  dx  dts)
(ytxm-s ) athim =+ ==

y'il =0 = s’-* "y
ey
2.2 Kalbwegel ane Aldihr u Qbeloirdchionay

o = X [inpliae
e R nplact

-25~



=

)
Doigiol+  h mit k(x) = arcshx =y Keniagle

4L 3 Die Loganthmusfustition, Arcus— Qunbhonen und dis Area- Runtkonan

3.4 Logarithmisfunbtionen
Rechenregeln (basisen ang dea Polcnggesehien):

Uit Hilfe der uuhﬁr‘(mhﬁontcaoh oms T2 erhalkn wir:

M&

—“_



132 Die Arous- Funtionen T

YUmbehvfunticonen der h»’aommch-‘:ehm Yunbidionen (sin, cas,Yan,cot). lfier ist v.a.
auf G DVefinikons- und Herlemengen du achien. Diese sinct auch olen Sehaw-

bildern 3w enénehmen :

Durch Spiegelung an der 4. Uinkelhalbicwnden (4.WH) enishhen ¢-8. du
Schaubilder von Qrccasx wund arcsinx aus denen von Cesx und &nx.
Dawd ouch virllioh Funkéonen entsishen, musien 06K undl sinx Qugd Be-
reiche eingeschranlit Lecden | oud daren S Smis ooler mf cind. Toraus

Solgt

Ableilungen: Ergeben Sich ous den hadumﬂ'.z.

ﬂbla'/wven der
Arcas-Junbkonen




4%.3.3 Die Area- Yuntionen

Unbiler fntiionen der Hyperbelfuntiionen. Die Shaubilder emeben sch duurch
.S‘pnaduuaw der 4-RH. %ameﬁ. Defcnibions ~ ung blerie bareiche nekmen olie
Jantshonen en: De}.

Werlem. Sm. Uoroteonie

Aus den Defint y hen vom SinhX,... &oomen duc UmbeGnfantbionen
gebildet uerden. Damb fassen sich das Ao~ Qunthonen wher di Asganibmms-

Juntsiion (X.3.4) dascleben.

dn- Daurslellungy
e b Tk

ﬂbunf Leckn Sie dii In- ‘Dmxblltma or arsinhx bher.




Die zudchiraw Au«%..a,., er‘rbcn Sich dann 8« :

nblu"anacn oler Area- Ruabvconen

% funtlogen wur Jologalrechning
L .4 _Cher - und llersumme M

51 4/

ba
t-m;,., wn der Antal] der Sheen et sich Ax = e

Mqﬂd&m MW%&W: ‘f
y Shecfenantak!

= Tacheriohelt A © 2;" AX-(su-s.;-...&y.)
S Aax- _iy;.
"ol



aur Maunammmc
> Nahkn bir o den Feclnbroakn nae daam;&@n Fanlhons -
herk Y, 1o gpechen L ko oo &ng?mmm von
tner Oltrsumme.
b 8 den Uansn Funlihonsveren bilden 1ir ane Usiersamme.

Senanerec Flacheasnholt »JW&M_‘Q_
A= 3 = Im 2= Im (Ax.j'm)

n~>o nR-» 0o t i-‘a/.

n @

ab!

Yo Ymobe £ mit  fll= x'+ &5

Y
108 e,

|
Otersumme:  Op=  22-( )+ fir + 1)

3
b%“ 2%2?

= 4 (2+ 20+ 408) = A3 FE.

lUoksemme: U, = 4. ( f1o) +fl) + J(’(ZI) = 26 7E.

Arithmekisches Alitk{: ﬂ“ = O+

e _guoustn Jechoery:
0w = L2(F3)+ flad) s fl24)s.4 flad)

« 3 (BPEf ) A (o) R
1 (%)s [ 2 sbon] & (3 [4% 2 .. on’]

= OFE.




-3‘-

- (@ Za (3 24 (f Meomoda | (1 ¢

] ®

g ME

N.(nsw) (20::)-(34 2 3ne4) F"’ 6 “)z
"“"‘0‘. 20 hilnklon !
Groot[8radS -0

—
Grazwert: lim O@)= lm\. ( ‘f (‘?)7 + lim (festI)

[ Tl

4

ad -]
i (T () J e osnss <o

.35 F1] @2
= Tty 4

Quniel Afersod, daam Sushe nach neuer Teohnl!
.2 Stammfintiion tund Jnlegralfuntdion

s Jokgyel ainer Fundihon :

ieraus ergibh sich die Jhlcg rmifunttion:

Uter do &-Mﬁ,&s

Dies bringt uns dam %nj(der Stammfuntfon,



m kon:

Hierous ergcth sich. der leamu Sbk:

Hauptsah der Diffeaentiol-und Frlegralmohrung:

X.3 Wichhge Stammflntsionen

Usarsicht — oug il POF

i S k4l i .
c-x e — e x" g const. a-sin(m-x+b
Cnfleiten k+1 { } Aufleiten

cokoxt! @ a-m-cos(m-x+b)

(#2-x +b}‘\ m_f; ‘_Ii-{n?-,\' }-h)‘-l + COnst, G-COS{J??-_\'+.P°J)

m-k-(m-x+b)"!

=
b1}
I
-

~a-m-sin(m-x+b)

e o Lbie ; :
e > -e™" +const.
a-bh-e™ @

o
——cos(m-x + h)+const.
m

a .
—sin{m - x + H) + const.
n

@

©



T Inlegrakionskchniken
T 4.4 Absolwe Greandiechniken

®
®
9

¥ Jl'b'ea reen 164 eune Kansh ‘D{”ennzigm St /{umm"
L> . esict i.A. micht luzht | esnen 0:«1-/0&‘00!:7
Qusduck fur 8n Jhkl,n/ u finclen, Sofern
&n Golcher




n3E -

dcTona: as dlegen von Jolegralen ish niché imomer. puchlich.

Bep. I-= f Sin®x +cos?x dx =—
!unaukruoa!
besser \/:{d,x e X+C

Sindacasd= 4

An diser Becspiel seben uin doss Addikionstheorme e frsomome Inischen
TFeuntuhonen hilfreich sea Aonnen.

%p- I= /sinx-aasxo(x

T.4.2 Lineose Subshichion

&
f fdx = f (mx+b) dx mb4 6 R ﬂuwsa'w
&é-4

Subsiclukion:  ulx) = mx+b




- 3 -
F.4.3 Produldinkgrakon [ pariselie Tniegrstion &

Veruaende W“q&'.*uo% .

(u‘V).'-" u'v + v

Beipield:  fg =3’

Beigpist2:  g(x) = Inx

Lok Loganihmische Jnlegradion
L Lt far f0>0

] | L, A
bew. [h(.ﬂ,,,] = -f_‘;"(-ﬂx’)-’z:" i(x:
r flx)<o.




°
a
u

3 (1.3
A+siny

Ubung :| Bekmman Sic (bik) I=Joanxdx,

Uandime! mussen i Ferime amusv‘ verolen, oamit dee Mebieole ver-
Nendet perden ann .

x2+4x+9

Ml=f e dx =

- 36~



v~ us Verusendung komplexer Jahka
I‘ = fea:w(br,dx + J,; = ‘/‘e”smllox)dx

boide. ouf eiomal = "% o cos (bx) +¢- sinlbx)
behandeln

\
3
j
H
é

a?+b* al+ot

[ Q- Casllax) 5.8,'.,(5,,)] e

ax [ @:Sin(&x) 6-cos (bx)
L-dnI = & [ o - o]t

L 4.6 Evganwung sar parkelier hiegrokion

Bar Eh‘nnem-na: \[u-v'dx = Uv -fu-v’dx

zE-E -!‘ "Mwn
I= f Sinx- cosx ox =




/m:un%%

I= f.s.’n’x dx , bille losen,

(fols es nicht Ltagpl) Mook oem ersien Tniegricren Cos®x = 4-sVadx ver-
wenden !



osticlle Jnegiokion i Anuesdingen: ( apionat)

Pie) = UlY)-JMt)

Ele&hiﬂ:ﬁe w(ua:
R Shom

Wechcelckemf , Ult) = Uy Sin (6t + 8, ] Ohmsehe Liclerslasole :

U!okd:pnnuaa T8 = - einfwt +4) Ju= & .-.3;0
Rrodde tlat
der Fenkhoner
Fhlat pio Feriode H "Pt 2 olli=Pdt ausgenahs
totT
-> N f Pl) ot = / U3, sin*(ot) olt
P‘Md& '[: r kap. T 4.2
T bnalle gebit {Linear Skckeohn ergonrt
's noch &hen Gulilor w)
= U3I, | sin*lut)dt
=0 v
wallbar
T= i‘?
= Q[O.J [wt &in(ut)- cx(aﬁ)]
= (uo'Jfg';',%'@ﬂ] = ___" n pro Reriode i
R ® ,J,
w P vt
= — hmsches j&!ﬁb —g__ s




L. &3 Subgichubionsmelhode

d sfux L Qhrx

* . — e 9 mx
Belchl s Begonn: a5
sihx sinx
= fe X dx =@ t+C

Ohne [lenninis oler Ablesteens @

f esm?wsx ol




BEVEIS DER BEHAVPTULG: Mi{

Vomebunéi w'x) 20 = w! exishert !
Wir shen = ulx) und x= w(4)

[cp (u"w)J = ¢ (ww) - (u'w)’
oo

(»)

ihnen

Vanzu-;uyz

&)

Jebnwahmung:  Mentiis U (WH(E) = £ G fo UnherfnkRonen
KR 1 ablevien (n’mph};%)

Domit st G(U") sne Semmfustiion 2 f 0

2um Merken: Subslhulions methode




Beingite:
@fcw(e")-e“du=

©) I’famsr'nxdx =

u

%wnaz I= /ln (a?_:) - cesx - sinx olx
1.
Tipp?

Bilie losen




.48 Subskisionsmethode unot beskmmbk Jolegrake

NICKHTIG: Die ytmm mussen mibsubshheierd verden ! e
nie) =4

rRs@ dx uslnx 4 e
= - A - 1
i K (4rtnn) %" X //“"‘ ) d

Loyw xde Ul =0
oy X N en4

A -l(t
1 f [ln/uul] a2

U+

o
n

(]g(wc,, T= [ simx cosx ox
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448 Jnkqu'on rabionafer &enkfonen

Rokonale Fenlehonen : 2:; (-ﬂlmme

-/”""d“.,s..ua.....z

) Grat A> gmc a = Mmam;.n

—- = 8+ — mit Groot P £ Groal @
t?osmm (echs 3e6ndeanhon¢')

2) lose Q=0 : ‘Redm»m,d oley Nulskllen oles Memners
imkiusive  lser Vielfachhed

L[ Exiva <¥DF : Gantret. 3

3) Nenner mit o Enuches” Polynom
(Pa2) efn‘a-é

&) Einzelne 7erme der PB2 clemendar inkdn'acn.



dur Polgnomacrlegurg

M Plynometioision
P Pt gnd =8

4roy)d
I"' f X (A ’;) oly
3 A+X &_’Sndﬂ-z

CETES LI PENT S 6x*- 4x3 +x*)

e A T L TP



~4¢-

U 4
RV T - 4x8 4 Ex -4+ 4 oxt

1

x'(d-x)"
I-= f pre ﬂ! ‘le-l-gx-’ﬂ( +4 - ‘t;:'x-‘)dx

30‘\4:& e PR2:

6[:): QX"+ 4, "t QX +0Gg Merner polyrom
| Aetomfiiient aletividiort

Ax) = X"+ aﬁx"'ﬂ- R O &
Qp Qn

l—-)CQ(x)- (x-x;,) m einjacke Mclchlion

@~ T gt A
M 'R(X‘ = " X
X*-2x~3

21 Vyaa2 Xa=q
Mullsleflen oles Menres x*:2x-3=0 ,d:h. XK= 2 8(¥z=3

=> x2-2x-3 = (x+4)- (x-3)

Ansoh: X A 3
Xx2-2¢-3 P x-3 ¥ x4

&slim«.na von A undt B durch lb‘ﬂt.acnkn reroia'eh;



Wos pagsiert veny ullblien melinfooh osdfivelen coter Learylex sinel ¢

2 5! . ! | | ;
[meldache Mulkhlin:] Ansae
o Rs

(x-3)- ( x+2)3

[ komplexe Malbhltr:]

Rep. Q)= X% 2x%x42 = (x42)-(x%#4)

"""q J "l“' Pa
= QW
resller

Px)
Aniah + 00

ﬂt@m&”m%wdu $m

B+
I.‘g ‘8,,.’);...1 ‘

(qpieonel)

3:":&7 bolomt

>0 Lot gobths ecrfecker]

Qaskllunde: Oben sleh Aua:lara von wnien,

2
x
I"'}’ + % dy = g/

2 + "%5 +p-p

oly

x5 px+9



- 4g-

= f 2" P dx + — -P
x*a-px 'l-q x1+ P c}?

h(k"a»fx-l-?) + (C'

*+px +9
ke &h’almhe
nur posidive Fonle I\'o,mwb

4
%f"u‘m ’ X2 px +9 i

. [ fer
o J PR TR

A f 1 dx
S TP | 4+ (XA)

4~ Pl y (?- )
| X+
‘uzw = ¢ . _‘.a{u

Sutskhukon [ {1_—’% du v—f' Y% A+u?

A X+ P
.._.A—— . Qrelan w4 = - Qreban

" Vo (e (fg-P

Alse: f T?;"_‘_'E_ dx = ;h(k‘-tpxq)
o F T ) i anke 2220
B o

Vinaussehung (+ odelihse Honshant) O




TL. Diffexnkillcchingen e
Desagiol: Bosbmmen, S alle Fenkchonen 3-&4]—-0?, die e Geamz

3'(«1 = casx , XE(01)

erJt:lkn.
l.asuna: 8"" = sin(x) + C x e[or/4]
t%k&mﬁm-
&onglanle
®
>
>
>

%ﬂ‘w&n H




linkr einer Lﬂ;una ener 18( ouf ecnemy Jhkroald) /] & I venkht
men eine Vunlhon a-.g—)C, bl e Wt fur ale xsj
e,p,:lu, wenn man sie und jhie Ableke In dt slaéhané
anceht. Dareuss o’vht. olags ecne .ln's'ura olsy %{ 1nsbesondere
diffexnzierbar sein muss.

Mn{‘t.on(‘D#O n-fer 0'4"“'2) :

T4 Anolykische lohoggmdbodm
.44 Separable Qlffeaaw‘ldch«raﬂ
Byl - Yoo > disioie L:Slua Y 20 eohligten

ir aus!

ks;_-fmn'cr{:: glinks, X techés
g0

W =4.(%)
Ls mnokeen (lu'bm‘a-ﬂohbu)‘ g’m: i{ﬁ
dx

, 4
(%) ist olann : 5 % =4 |-dx



f jdg - fux inlegricsen
elnlgl *exa*c I_

y=eef > | y=he

Definiicon (separable Jgta.):

Woung + | Beskimmen Sie y ous y'- x'gz mit X>0.

XT.42 Jnhoh»ﬁc &v'lfunacn

Duipel:  §l0)= ) +x* ; Xe T
gt
ohne dasx®:
Y= gt <> gmcﬂ-e"

-S4~



P .lo'sunz der obfaen 98‘ vevoendlen wir die Vanokon oler
Konsianien ,
> fngak:

= ableden:

Eincehen n 'Dat :




Bep. (Geschickeh P‘l&r Ansale
—ul
gl= Y2 X 44 + 1-4° , 0exed !'(k‘-x)

x?-x

(x’.x)-g' = xY-x+4-~ 3"
umm: Zzs xl‘-x‘.d_ (x‘_x).al
| S S

Polynome

h
Uoericquny dum Fofynomgrol:  Pofynomapsak ¢ ? Grad

[lockeien (?m( Verenden: Ausak  Qx*+bx+c = 4

. (N l(x{ﬁ'mnlenvccahhh!
g = X‘-X-M - (x%-x) -a'

Ansok: y= o3+ bx 4¢ ->a'= 20.x +b

=> Einsehen:
a’x" ¥ 20k x3 4 _x’+ 2bc x +.
= X*S2a+ B <2 + (6-4) x +i
ws O =@ Koefé-aientenvecgleiah.

Lo;efu Q=34 , b=-4 und C=4 a-)gm(x): tx"-xu mit x e(0,4)



-$e-

X.4.3 Linease ybn. A-a-mg_

inikon

M @ Behachte hm&mc Vaniante , ol.k- £ 20.
=> Mﬂ'a'f L(k)-a =0
= a.lx)ilﬁ'. = - blx)-y |-dx [: ) I: P

ut f 4- :/a(x)) L

enuoauu."hnhkm

> g Jeimin

@ Tur den inhomaenen Tall bsskmmen wir &ne % (fzx) Qicoter dober)
durch Varnakon der Nomstanten.

MAUP ‘AQ!MO!W%) Xz' g-g =-§- 1 X>0

mit Qm =0.

Locung : ylo = -l;i mé X>0.
tusammt : aw




@ hmoaeu: xg‘...z-o (ohne f(n)a';-,)

> X~fa"o = g--xdx @fadg--—dx

e
also: Iula! = - Inl¥l +¢ ™1

)
C. :
!
]

@) inhemogen , Variahion oter Konsanka:
ﬁnsah s

Far Y fihtk noch Yo -

Einsehen liefert :

=
=

al{,mabe Zo'.sanj,



Eing fhit noch: ALP 0
C, 4 |
fle1=0, dio Y= F+Z= =0 =>|C

(o)

=

MGR% 3,4- L = e-x’ ?g.z lo.su”&p: gh(g)z X_%' gP(x,=

X#+4

X% %44

oy s e g

X
n."'l" ‘&moulh'kch; y Itnk’af y (77,

|
ﬁs_"_"a_: Ohre a=0 und o=y , ol.h. aea?\{o,'q}

fosah ;g0 = [we]”
Ly abeskn: ylos J-[u(x)].‘.‘-'u'(x)

nh_'“o

Ouflen ianen
Eingehen liefert

A ‘['&CX)] “.:' u'a,) = P{X) . [R(X)JJ + ?(x) g [ u‘,‘)]"-“
/l-u'(x) L p(x)- u(x) + 9(x)- [uw]-
=> Dicder etne &mul,’-’bat. , ARER : J ish &u: oohlbar

=> Besonders einfache "Ddt Fer —

<=

-(x+2). "%

X+4

-A
/ ' [ﬂ(xll‘



Zmum:@cuﬂ_

Bep y'= -,?-#

) X30 unol yure4 (AWP).

X
¢
umsoloeben : 3': %g + x-a”‘

=> Subshiechion :

u(x)
f T

linease, rahomaogene Dyt
=> A Mnau:

1.9;23_; ulx) = x% (24nx + A)

B 4
Eingehen liegert : | ——-u'x) = 7'/"_‘5 o — F_ ’ 2 Yu)




Yorghenieize: @) Bemouli -z whernen, ge durch Umsorkieten: e
4=Py+14"
© Subsklabion: y= ©*¥ > lin. Dyt 4.0t
@) Laken slaser Y.: o Iumﬂ b) parkteccioy
‘ ‘alsma'«lp‘ta?
® Rucksubcichobion: y=u =

ub@ajur Subchkedion :

UL -(AH)- w'(e) = Lutt)I? - - (442)* mit €306 unat alo) <4

= Subskhehion:

‘RuMﬁhhbn :




nennt man ﬁmoaene Q{ﬂmnhhlola'ahuna. Umra eﬁf molels oley 'Subslebech'on
Ax) = auo/x 5

’»Abbt:lmas
L",nn'lbw"acbe
k Xa'=a-llnx-ln&+4) I:x i>
L
=

Eingehen :




¥ .2 Lineae Diffenkalghichurgen bolec, Ortrung

Defiarkdn: Eine lneare Mmhdqlabhuna N-le- 0""‘“"4 hot die Gaskerlt

Fur olle x auc enem dbroclt T mit Fnkhoren q I = C, /204-n

wnod f= I—-C. et Jc(’" 20, & /l"o‘ toe bmvene lneare (DJ‘ n-kr
drdmua yor.

2ur Losung:  Sind Yaund g, lo'tunaen derl«omvoa»m /. 'Dal , S0 Sindl es
auch - -
g“"ag wnal A’”q fl: alle Jem.

Do.raue fd&ﬁ dee W“ VOracbeuM%‘ b’ oligem ‘3«(.-73',1
® Allgemeine l‘:‘“’a der “‘Wam” ')o( beskimmen.
@ Eine. parkludsie Lsury obr inbomsganen Q. bokimmen
(Aneata})
@ Summalon vom @ und 2)
® B AWP's Inkprakions Lowslanken besk wmes

JL-2.4 Korslanle Woedfesienien

Tep S”M T 3"0!) +8'(x) -alx) =0 , xelR
hom«vem, hineae rl)l'ﬁcnnhfal-
awuna 3. owlnuua

Ruolcblicke Sem dogen

dec Droblems: }J.Ordnuna: J'- I‘g =0 mt JER.

= a'="3 IQpnthmk = j"‘é] = |ddx



=> Lulal AX +C ,ako alx)s A.e*

I—

v

E'Xpmnhalmah

ActvelL:

e ———

EXpMnWGMh- 8-‘3 CAx = in ungere 3@,-'30(. ecnsehen :

8:2 a = A CJX aJ”' 4

C) Einseben:

Mhclistellen beskmmen : Rele A=4 , dh. (met %M’m‘n’m)

(a-4)-(A4) =0

Eine b‘ama oler Qiﬁcm&hlehﬂma i+ Ny \flu'» A=A Wﬁe», namlich

gllx’ s c4‘ Gx

RBER :  3.Ordmuny st $dclcung > wadee Hullskben im Fotsr (4%44) :

?wn". lwvnam. lu"stua gh(" = Yelx) + §r ) +4alx)

Qe toliny : Syouhl Real- 0k auch Tnagines e sinet LoSumen cler Y., oh. olic



“Mam
=1 o cix
= Uaﬁl St und .ezh.e
i
/ s

f' Aus Euler-Formel .

\

YL[.2.2 Mehrache Mullslelien bee Lonskanien
Koeffcaisnien

Rep. am(x) -38"(::) +3 g i(x) - yt =0

Poscalsches ‘)racal«.:
Arsah < y(x)= e, ., }i
A*-34%24-4 =20
C’Lzu. (A-0)% =0 =D Aupyg =4 it drefacke
Nullslelle

= gt = e’ ik Aoy



Melnoole sum Auffinden veckier “‘*“j_’ Reotutehon der Orotnuny !

L’ Ansak : Jet 4ulx) lﬂ"“"a. &0 veruende
Yix) = v(x) -3.(*).
2> i %( eveehen !

!

Vo:bm’h:a; Yoi= v.e¥ mt v= o).

ymE

a”cx) gz

a"'txl iy

Eingehen:

<>

= 0" = Nucluctekion oler Oretnung: B eradbi
P . Sich eine ‘1ar Z.Ov::?oaﬁ'rs{

=S v=

= la&uaz
el

=> Nos poch fehlt:  Eine von O verschiectene reshke Seike !



Y[.2.3 Eine von O verschieslene rechle Secle

Auffinden &nsr parfikulaien Lomng b f0x)40 Crchie Seite) ba:

L inhomogen: teshle Sale 26 bt iux  (Pogmom 4. Gruter)

= 9’5@'}.‘ g,(xjg

g benokyt Yolx) =

8 ;(x) =

J

-‘(‘,-



lhccicb‘&.m fnsahen

techle Secle

Mm;
p mit Gmadpl=n

!n'goam. Fenkhonen
cos (wx)
sin (LX)

EYma&'Wm
¢- exp(wLx)

nom (4. TF:
P13 - cos (wx)
(A{,xl-.sin (ox)
mi¢ Grad(p)=n
Dedyted ven_Polynom u-Eip.:
pLx) - explux)
mit Grast(p)=n

Produlct olle o

pLe)- coslux)- exp (o)

px)- sin(vx) - exp (Ix)
mit 6M(p)=n

lhaveist

Tar Summen der awl\mn rechien Seulen is¢ dey Ansale ﬁ; Joolen Summanelen

Seporet Mwﬁ"&q. W ¢ I{,pr‘ol&* Fanlekoney sind Summen von Exponen -
Yool feen kbonen.




P | Jst im m%&ﬂ dene l—vﬁcln Yulblele des clarakknshiches, ﬂ\.”m, il

S mess der Ansah mit 5% mulhglasert serolen.

laveis T
YE.2.t Der Resonanschl/
. 4w tyo) = cosx | x IR
L charatkerskioches Polywon :

also E,‘(xl .

> et Ynlx) = CreoSK+ G- sinx , x el

/

RAosdz : 8p(X) = A-casx + B-ginx
Scheclert !
Var'akon der Uonshrnkn Sohafft Abhi(fe:
L) Ul‘l' ververvlen, :

Ansoke A Yatx) = H(x)-e"x
t Wonslanke wirel varieAd

Eingehen in % i"+a=0& befert

Es 8"'* oloker =

Ansa k2




Ly cos wiecler mammnoadtt ,crat’lwt'

gptx) = éx-s:‘nx

N / Gm!ds.P.(,bm
_@!322-_ feuer Ansale [ umdelld

gp(x) = A-x-cosx + B x-Sinx

.3 Difirenkol ishugen 2 Ondrung [(EREHSN

Spuke
R —
) —wWW\— .
o T 'Lc'
T e Rehemschuinglins
Chmecher
Lhelergiand .""‘
/u..w
ame .‘.'fclmu?

Moch dem 2. Kirdhoffhen Gely (Unschenregel) 8.‘/.5

U+ g+ 4o = U,

de. Gesesa ﬂ"“":"a
al.z L'd—é- an'??'l: ’l(cg E-?

= de .
> /.'Eh'-l-?-b-l-é-?: ,aif

U
= L d_z"_ +R‘£ s = % l'nlmnodme, liuear 'Da(



= % My 2 A dbg
:—4 Y
- i El?a)f uend

Wechanische Syskem (Penolel) :
g+ Byeaty- 3

m

w.34 @hc_mwn Dyl der dieien, unr%
harmonischen Wq‘g_

lechanisshes Qb Eneraieb’ldnt ( Eﬂnraieerlallmrmk)
E&" = Epat(t) + Egin(t) = conet.

= %“= Eot(4®) + £, ( &) | “‘f"‘;ﬁ"

dEp _ dEu &y . dEn o
d¢ dy dt dg dt

L9 ) 2™My
22 Z G da Leonsiant.
:d_Eﬁ."p-ds“h,":o
o Ak . d(dmg
= . ng) | .
% 4+ e -égg-c-mga =0 [3




Bo4  peden g

= = - = 0-Wivou

Energiebibnt: Bt + Eie = Eges [ Asiitang ek

myl -(4- cose) am ( ‘l::i')‘z

d( Fm (L)) - (-
Ll 2FN “‘(”’d‘z‘“‘ﬁ.&g

Pr o

= ms myl sing . § =0

= |¥4 %s,'u =0 lluablo;nalé von des Masse !

tta.'m harmonicche Scfwf»a Iaa

=3 ”a';wunz . Siny & ¥
l

s+ d.9-0
L

am——_

Y1.3.2 dalhematische &‘wdlunﬂ der &@m:_-’%{_
b’ﬂma yon:




Ohne Retbung : =0 => 3..1-42&'0

Jesucht: sich selbeh reproudictende Fanlehion (bic aug den Folslor -037)
L eell:

L)lwnpkx:

——

Bilden wir nun: glﬂ =

a (¢) =
a'(‘:) =
L 2
ﬁﬁ
.... e Ellipse im Phaseu maum
l::. — 3

LY
\.. .
‘o sww*




In dul - einschen (fLe) =0):

=> MVF:
3%l gibk s du kukrgchectew :
(1) Scbm'naJall:

logaritomsisohes |
Delsrement

.A. h_&‘ig;:?’t

§é-n
(2) Kriechfah: o< & , reelle Zosmam
(3) Aperiodische Gienafak: 13,=4




