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16 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

y™ +a,y" "V + .+ a1y +apy =r(z)] mit ek €IR.

r(z) heiBt Storfunktion. Man bestimmt zundchst die Ldsungen yp der
zughérigen homogener DGL, siehe Seite 448 und benétigt dann noch eine
Lésung ys der inhomogenen DGL, um die Gesamtlésung anzugeben:

Berechnung einer speziellen Losung ys :

(1) Variation der Konstanten geht oft (sieche BEI 16.45).
| (2) Spezieller Ansatz bei bestimmten Starfunktionen (einfacher!):
Ist die Stérfunktion vom Typ
r(z) = p(z)e®*®cosbz oder r(z) = p(z)e® sin bz, wobei
a, b reelle Zahlen und p(z) ein Polynom ist, so macht man folgenden Ansatz:
(a) Normalfall (keine Resonanz: a + bi nicht Lésungen der char. Gl.):
ys = ql(:t:)e""’ cosbz + ga(z)e** sinbz, Normalansatz.

Dabei sind ¢;(z), ¢2(z) Polynome mit unbestimmten Koeffizienten
vom gleichen Grad wie das Polynom p(z) in der Stérfunktion!

(b) Resonanzfall (a % bi sind k~fache Lésungen der char. Gleichung):

Man multipliziert den Normalansatz mit z*.

Y=Ys +YH.

16.53 Spezielle Stérfunktionen und Ansdtze, ochne Resonanz:
Storfunktion | a + b2 Normalansatz (wenn keine Resonanz vorliegt)
¢4+ 1 0 Az*+ Bz +C
P(x) 0 @(z), Grad @ = Grad P
3ze’® 2 (Az + B)e?®
P(z)e?** 2 Q(z)e?*, Grad @ = Grad P
4 sin 2z 2t Acos2z + Bsin2z
P(z)sin 3z 3i Q1(z) cos 3z + Q3(z) sin 3z, Grad Q: = Grad Q; = Grad P
Scos Tz Ti AcosTz + BsinTz '
P(z)}cos3z 3i @1(z) cos3z + Q2(z) sin 3z, Grad Q; = Grad Q2 = Grad P
8¢ 2" cosbz | —~2+ 5i | Ae™ %" cos bz + Be~* sin bz
ze?® sin 3z 2+ 3: | (Az + B)e?® cos 3z + (Cz + D)e?* sin 3z B
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16.54 Spezielle Stérfunktionen und Ansitze, Resonanzfall:
.. . . | Nullst. der
Storfunktion | a+ bi char. GL Ansatz
2+ 1 0 0,0,1 z?(Az? + Bz + C)
3zre?® 2 0,1,2 z(Az + B)e**
4sin 2z 2t | £2¢ z(Asin 2z + B cos 2z)
Be~2 cosbr | —245i | 1, -2 £ 51 | z(Ae™ %% sin 5z + Be~ 27 cos 5z)
ze**sindz | 2+43i | 3,243 | z(Az+B)e** cos3z+x(Cr+D)e’ sin 3z
|
Superposition
Ist die Storfunktion Summe von Funktionen, fiir die man spezielle
Ansitze hat, ist der Ansatz die Sumime der speziellen Ansitze.
Dabei ist bei den jeweiligen Ansatzen die Resonanz zu beachten.
16.55 Superposition: Spezieller Ansatz.
. . . Nullst. der
Stérfunktion, r(z) | a + bi char. GL Ansatz
c+sinz { ? 0,0,1 z?(Az + B) + Dsinz + Ecos z
coshz = %(e" +e )| *1 |1,2,3 Aze® + Be~*
sinz = %—%00321: { 20i 1,+2q A + z(Bsin 2z + C cos 2z)

Man Iése die DGL | v/ — 4y + 5y = 5e*cosz |.

M —4A+5=0 = MN32=2Fi — yg =cie**cosT + c2e**sinz.
r(z) =5e*cosz —> a+bi=1+i = keine Resonanz.”
Ansatz: ys = Ae® cosz + Be*sinz, Normalansatz!
=> Y5 =(A+ B)e*cosz+ (—A+ B)e*sinz,
—> yg = 2Be®* cosz — 2A4e”sinz. Einsetzen in die DGL ergibt:
2Be” cosz — 24e” sinz — 4((A + B)e® cosz + (—A + B)e® sinz)
+5(Ae” cos z + Be® sinz) = 5e® cos z
linke Seite: = (A —2B)e®cosz + (2A + B)esinz
rechte Seite: 5 e“cosz + 0 e"sinz
Koeffizientenvergleich ergibt ein LGS fiir A, B:
A-2B =5 A=1
2A4+ B=10 B=-2

Der in diesem Beispiel noch ertrigliche Rechenaufwand 138t sich durch tabella-
risches Rechnen einschrinken:

= ys =e“cosz — 2e"sinz.




