Arbeitsblatt Fehlerrechnung
Absoluter und relativer (prozentualer) Maximalfehler

1. Um das Volumen V eines Kegelstumpfes zu berechnen, werden die beiden Radien r
mit (30.0 £ 0.2)m bzw. R mit (60.0 + 0.2)m und diec Hohe H mit (50.0 £ 0.2)m
gemessen. Gesucht sind der absolute, relative und prozentuale Maximalfehler, die bei
dieser Berechnung abgeschitzt werden konnen.

Gegeben H=(50.0%£0.2)m, Gesucht : Vo = V(Ho,ro,R0)
r=1(30.0%£0.2)m, absoluter Maximalfehler A Viax
R = (60.0 £ 0.2)m. relativer Maximalfehler 2/m

7ol

Losungsweg : FEine Skizze ist niitzlich!

NR: V = V(H,r,R) =
Vo = V(Ho,ro,Ro) = Z22(r3 + roRo + R3) = 329867.23m°.

Ve=ZLQ2r+R), Vg = ZL(r+2R), Vi = 5@ + R+ R?).

|AV| ~ |dV(H0,V(),R0)| =
(Der Rundungsfehlereinfluss von 7 bleibt unberiicksichtigt.)
= |Vu(Ho,r0,R0) o H+ V.(Ho,r0,R0) & 7+ Vr(Ho,70,R0) & R| <

(Dreiecksungleichung)

< AViax © Vi(Ho,r0,R0) & H|+ |V,(Ho,ro,Ro) & 7|+ |Ve(Ho,ro,R0) & R| =

(absoluter Maximalfehler)

= Z(r} +roRo + R3)|a H| + 222 (2r0 + Ro)|a 7|+ 222 (ro + 2Ro)|a R| =

3 Hy

= I (42 4 roRy + R3) L + (2ro + Ro)|a 7| +(ro+2R))[a R ) =
s ~ Sasoam? Y =24m? T =30m?

ll

1320rtm’~ 4146.902m°




| AV | o | dV(Ho.ro.R0) | _
Vo ~ Vo

_ | Vi(Ho,ro,Ro)AHAV-(Ho,r0.R0)ar+Vr(Ho,ro,Ro)AR <
= 7 <

H H|
def ”3—0((r%+r0R0+R%)“;I—O|+(2r0+R0)|Ar|+(r0+2R0)\AR|)

AVimax
- [l

”3&(?%+}’0R0+R3)
(relativer und prozentualer Maximalfehler)
(rg+r0R0+Rg)%Jr(zromo)\Ar\+(r0+2Ro)|AR\

~
= ~

(V%+}’0R0+R%)

0.0126 = 1.26%

R

2. Von Punkt 4 nach B soll geradlinig eine StraB3e errichtet werden, die Lange der
Strecke s = AB kann man wegen des bergigen Gelindes jedoch nicht ausmessen.
Bekannt sind als HilfsgroBen die zwei Entfernungen a = CA = (364.76 + 0.05)m und
b = CB = (402.35 + 0.05)m vom MeBpunkt C und der Winkel y zwischen den
Beobachtungs- linien @, b mit 68°14" + 1", Gesucht seien der absolute und relative
Maximalfehler bei der Berechnung der Strecke s. Welche der Hilfsgrofen beeinflusst
die Fehler am stérksten?

Gegeben : a = (364.76 £ 0.05)m, Gesucht : so = s(ao,bo,y0)
b = (402.35+0.05)m, absoluter Maximalfehler A $max
y =68°14 +1' relativer Maximalfehler £2me

Isol

Losungsweg : FEine Skizze ist niitzlich!

NR: s = s(a,b,y) = Jaz +b% —2abcosy ,

S0 = S(Clo,bo,)ﬂ)) = Ja% + b(z) - 2610[)0 COSyo = 431.38m.

a—bcosy b—acosy
Sa = »Sh = )
|a?+b%—2abcosy |a?+b2—2abcosy
absin
PO —
|a®+b>~2abcosy

Hinweis : Der Winkel ist in Bogenmal3 umzurechnen.




|As| = |ds(ao,bo,y0)| =

= |sa(ao,b0,70) & a+sp(ao,bo,y0) & b+s,(ao,bo,y0) & 7] <
(Dreiecksungleichung)

de,
< Asmx & Isa(ao,bo,y0) & al+|sp(ao,bo,y0) & b|+|s,(ao,bo,y0) & 7| =
(absoluter Maximalfehler)

ap—bgcosyo bo—agcosyo aobgsinyo
= A al+ A b|+ A Y| =
/a%+b(2)—2aob0 cosYo | | /a%+b%—2a0bo cosyo ’ ’ /a%+b%—2aob0 cosyo | y'
1
i (lao = bocosyola al + |bo — agcosyolla b +
[ag+bg—2aobocosyo \ v ’210.78m2 v ’~13.35m>

+aobosinyo|a ] ) = 0.15m
* v ' 240.89m>

Offenbar wirkt sich die Messung des Winkels v, auf die Genauigkeit am stirksten aus,

da der Anteil dieser Messeung an der Abschitzung (im Klammerausdruck 40. 89m?)
am grofiten ist.

S0

As | | ds@ao.boye) |
so‘ ~ S0 -

sa(ao.bo,yo)aa+py(ao.bo,yo)ab+pm(ao,bo,yo)ay | <

d :
—Af;;f Y —512 (|ao — bocosyo||a al +|bo — aocosyol|la b|+|aobosinyo|a y|) =
: 0

(relativer und prozentualer Maximalfehler)

= 0.00035 = 0.035%




3. Von einem Zylinder sind der Durchmesser d mit (4.84 + 0.01)cm, die Hohe 4 mit
(6.74 £ 0.01)cm und die Masse m mit (968.5 + 0. 1)g gemessen worden. Gesucht
seien der absolute, relative und prozentuale Maximalfehler bei der Berechnung der

Dichte p = p(d,h,m).

absoluter Maximalfehler A pmax
A Pmax

relativer Maximalfehler ——/= o]

Gegeben : = (4.84+0.01)cm, Gesucht . po = p(do,ho,mo)
h=(6.74%£0.01)cm
m = (968.5£0.1)g
Losungsweg :
po = P(do,ho,mo) = ;Zgzo ~
pa = B(2d7), pu = o pi = A (h).
\ap| = |dp(do,ho,mo)| =

(Der Rundungsfehlereinfluss von 7 bleibt unberiicksichtigt.)

= |pa(do,ho,mo) & d+ pn(do,ho,mo) & h+ pu(do,ho,mo) & m| <

(Dreiecksungleichung)

< APmax o lpa(do,ho,mo) o d|+|pn(do,ho,mo) & h|+|pm(do,ho,mo) o m| =

(absoluter Maximalfehler)

87}10 4}'}10 4

= Ad|+ A h|+ A m| =
nd%ho | | nd%h(z) | | nd%ho | |

_ _4mgy ( 2|Aa’\ \Ah\ am| )

- n.tho mo -

_ 2IM’I [ah] |am|

= po(—— + S0 + T )

\W—’~0.0041 ~—~—20.0015 v =0.0001

~ ().()456’;1L3

v ’20.0057



|AP | dp(do.homo) | _ | paldoo,mo)ad+pu(do,ho,mo)shtpm(do,homo)am
PO ~ Po - PO

2|ad ah am
SRR

ApPmax d_Qf po
lpol po

<

(relativer und prozentualer Maximalfehler)

= Zedl LA bl s 0.0057 = 0.57%

dy ho mo

Bei vielen in der Praxis genutzten einfachen Funktionen kann man die Abschétzung
des relativen (und prozentualen) Maximalfehlers direkt, d.h. ohne vorherige
Kenntnis des Absolutfehlers leicht ermitteln, falls zumindest die relativen
(prozentualen) Genauigkeiten der einzelnen Messgroflen bekannt sind. Dies gelingt
immer dann besonders gut, wenn die MessgroBen nur in Funktionsausdriicken mit
Produkten und Quotienten enthalten sind (auch im Sinne von Potenzen). Beispiele fiir
derartige Funktionen sind:

P Zylinder = P(d,h,m) = ;g;lh N VKegel = V(I",h) = %ﬂl"zh,
VEtipsoia = V(a,b,c) = Fmabc, Viorus = V(r,R) = 2n°r’R.

Mit ein wenig Ubung wird der interessierte Studierende schnell die Lésungsmethode
selbstandig anwenden konnen. Dazu soll an den zwei folgenden Beispielen die
Vorgehensweise erldutert werden.

. Gesucht sei eine Abschitzung des prozentualen Fehlers einer Volumenberechnung
eines Kreiszylinders, wenn der Radius » mit <% und die Hohe 4 mit 5-%

fehlerbehaftet gemessen werden.

%| = 3%. Gesucht : relativer Maximalfehler —A";‘:TX

Gegeben : L) = 1%,

Losungsweg :

NR: V= V(r,h) = nr*h,V, = 2nrh, V), = nr?,

dV = V,dr+Vydh = 2mrhdr + nridh = nr*h(24 + <L)

v _ndr | dh
vV 25+

AVmax |ﬂ - | dr o dh
ol 1 Vo a 2r0 + ho

o4 || = 2%+ L% = 1%

7o

(Die Dreiecksungleichung liefert den relativen Maximalfehler)



5. Es soll die Erdbeschleunigung g mit Hilfe eines mathematischen Pendels bestimmt
werden, von dem die Lénge / und die Periodenlidnge 7 einer Schwingung gemessen
werden konnen. Man weil3, dal beide MessgroBen die gleiche prozentuale Genauigkeit
x% besitzen. Schitzen Sie den relativen Maximalfehler der Fallbeschleunigung ab.

. , A
Gegeben : |4 | = |‘;—Z| = x%, Gesucht : relativer Maximalfehler —é‘“ﬁ
0

Losungsweg :

ﬂ2 ”2 _ ”2
NR: g=g(.7) = *&t.g = &, gr = =&,

dg = gidl+grdl = 4=-dl - 3T = 4=l (4 2.4L)

d  _ da _padr
4 / 2T

Agmax dg | dl _Hdl | < | dl | | dT | 0
‘g0| g0 1y To - I To 3XA)

Wie man erkennen kann, gehen bei den hier untersuchten Funktionen die
relativen (und prozentualen) Fehler der Einzelmessungen logarithmisch in die
Abschitzung des relativen (und prozentualen) Maximalfehlers ein. Konstante
Groflen fallen bei der Betrachtung heraus.



