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Mathematische Zeichen

Hﬁnmwnmounﬂanw. ischen Zahlen

a=b apglichb a%b aungleich}

a<b akleiner b a>b apgrdBer b

azb g klciner oder gleich & az b agrdber oder gleich b

drs b g ungefihr gleich & B

Logische Zeichen
A=B wen A dan B; ans A folgt B (niche gleichbedeutend mit B = 4)
A=B A gilt genau daun, wenn B gilt; A 3quivalent B (gleichbedentend mit B < A)

Mengen

Schreibweise ciner Menge

M, ={1; 2; 3; 4} auffhlende Farm {extensionale F )

M, = {x | x ist cine naridiche Zahl und x < 5}  beschreibende Form (intensionale ) -
M, ist die Menge aller x, fiir die gile: x ist eine naciidiche Zzhl und x < 5.
M, ist eine endliche Menge.

M; ={1; % 3; 4; ...}. unendliche Menge

3 e M, 3 ist Elcment von M,

T3 ¢M, 5 ist nicht Element von M,

B oder {} lecre Menge, sie enthilt kein Element
Unendliche Zzhlenmengen

"Nt = {1; 2: 3, ...} Menge der narfirlichen Zahlen
N ={0: 12 3 ) Menge der nicht negativen ganzen Zaklen
.z nﬁ...mlN....lmm O.. HuNm.:w thMOn_hnmﬂuNnu.NnEg

T =123 ) Mcoge der negativen ganzen Zaklen

Q = R_RIIMA pPEeEZ, mleAo_@ Menge der radonalen Zzhlen

P =lxlx= nMA P, qeN oder m.mlew Menge der podtiven rationalen Zahlen

of =a@*u {0} Menge der nicht negativen ationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen
Rt  Menge der positiven reellen Zahlen
€ Menge der komplexen Zahien

. Intervalle

[a; B} abgeschlossenes Intervall; x [a; B] bedeurer sz x< b

Ja; B[ offcnes Intervall; = € Ja; B[ bedeuter a<x<b

Relationen zwischen Mengen o -

A=B A gleich B bedantit xedwxeB

"Ac B A Teilmenge von B bedentet xed = e § (Also auch @ 4 Eum..mm\c

Operationen mit Mengen

AWUEB A vercinigt mit B (Vercinigungsmenge); x € (A UB) bedeuter xe 4 oder xR
(eder" im nichr susschlieBenden Sinn} :

ANB A geschnicen mic B (Schnitrmenge); x €{4 ~ B) bedenter xe 4 und xe B

- A\B A ohne B (Differenzmenge); x € (4 | B) bedeuter x € A und = ¢ B

~ Weitere Zeichen

lim(T)=0 Limes von & [ir n gegen Unendlich ist gleich Null

n=b>co

fa] absoluter Berrag von a; |a ist dicjenige von den beiden Zahlen ¢ und — g,
die nicht negativ ist.
[] grobte ganze Zahl z, die nichr groBer als g st (GauR Klammer) |

Wichtige Begriffe
Anssageform. Ein sprachliches Gebilde, das (cine oder mehrere) Lecrstellen enchile und

* * in cine {richtige oder falsche Aussage) iibergehr, wenn in dic Leerstelle geeignete Namen

eingesetzt werden, heiBie eine Aussageform. Zeichen, welche eine Leerseelle bezcichnen, heifien
Variable (oder Plazhalter),

Berspicle:
1) =<5 Aussageform; durch Einsetzen der Zahl 6 enrstehe die {falsche) Aussage 6 < 5.
2) x*—x=06  Aussageform; durch Einsezen der Zahl 3 entstehe dic (wahre) Awussage

3 —-3=6.

L&sungsmenge. Die Menge aller aus ciner Grundmenge stammenden Einsezungen in die
Leerstellen ciner Aussageform, die diese Aussageform zu einer wahren Aussage machen,
nennt man die Lésungsmenge der Aussageform,

Funktion. Dis Menge A ist abgebildec in die Menge B, wenn jedem Element x € .4 genau
ein Element y B zugeordner ist, Man schreibt x - y und liest: x wird abgebildet auf .
Bedeutet f die Zuordnungsvorschrift, so schreibt man auch x - f{=) bzw, x>y mi
y=/I(=).

Eine Fankdon | 1aBt sich auffassen auch als eine Menge von Paaren (x, ), nimlich als dis
Menge {(x, §)| y=f{x)}. f(x) ist der Funkrionswert, der zu x gehdm,

Implikation = und Aquivalenz < (zwischen Aussageformen A und B)

4 = Bbedeuter: die Losungsmenge der Aussageform A ist cine Teilmenge der Losungs-
menge der Aussageform B; oder mit anderen Worten: A ist einc hinreichende (aber
nicht nocwendige) Bedingung fiir B; oder: B ist eine norwendige (aber nicht hinreichende)
Bedingung fiir A4; oderaws A folge B. (Es bleibe offeu, ob git B = 4).

A<>B bedeurer: A hat dic gleiche Lésungsmenge wic B; oder mit anderen Worten:
B dann und nur dann {genan dann), wenn A; oder: A genau dann, wenn B; oder: A ist
cine noswendige und hinreichende Bedingung fiir B; oder B ist eine norwendige und
hinreichende Bedingung fiir 4; oder: aus A4 folgt B und umgekehrr. .. o el
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Scbonitaimbol G’(E_“EQ_) MMAM&&MM,

1w o S0EY
S(E“Ea): mm(—_IEZl-lﬁal) A G'(Elg) = 30 —@rces (*-—-,---—-]E W

. ;:‘>.71_;_

A 8(gyma) = “”Cm( rizél-will) !
NMWSQMMWMM PLT-KLPQ:‘:QAMGW [ o nich
Umterdtallt mom. oima gleichf{drmige Yrewnbensegung mit Seamstantar
Kreig{requenz w > o 5 wn meun i ol .
Pm&;ﬂla&me, wm oime Qorada g 50\"(*"@‘3 =0  yobiost .
Palel L dor Cimboibwelktor ES’o Io gn)m&D&Q_‘l:l darh 2r



. —_ 9
WY @ auch Orientierung diarar Predlenegung
D = @ w Hai Rt Wihke_laeschwindigke& . s

Wk § dar Ortsvektor dor P L,
a u‘mhﬂaduma .
wﬂ MMTW o, orhE L2t mam
PO dam Orbosse Sty T dor Punftla d-wne g

(E}&) _‘;_’)J_ = (B’—'G?)_L' conleot) + Qx('ﬁ”—?)_l_' ramot)

Cola®el nt  L" eleating s &3, (zaigk Paroun © ) geanaind ).
bu.Q.)QL ;J'St 'a.:.leEn.cPdaam: C_JS:XCT;)_'?)_L: E?DR(F>-?-C"‘—?)I,)= aso’*(?’—a} !
L&k (P-2), 1 = 1)1 (a0, L= [ |
- 5 N sk dor Radius dar »‘ L wnd
(FPHO-)) = PAI-= — FPW-2), = PHO-a ~F-),, rowan
(-, = o (B (F- . Damit arbaQtan wwir |
o don Otmehtor P 6O duPum&iQad.wn&mu-anmd&m
Lnitpundkt +  Qwi Drehumg wm gt X (F-=F mit @ =Dy

PO = R+ (-, + (F-=)) - conlwt) + a‘,’,xc;"—'a?)-abr,aot)

mit (P-)), = &, (s (-2 wnd.

(F-2) = P-F ~ (-, £ -3y~ (@=(-20 )

Smm&nc&mmmqa aundarem ! Qegaden Lt dao LGS
By = Vg — xg = ~AE 3 kg ~4\ /g
ittt e (D)

SK4 —'D—KQ_"'?))CS |
X F B kgt Tooxg =

|

Dobei Lt [T =-4640 => (2,27 st Rasis

. => LGS ux eindeutig Qodvar |
Wr muvswomn aQme nur s Lonkaelnr Whrte Pl X4y Xy umdl xq folgern .
gomudet werdam : 7 ., T, Bixg+Txg = | xT |-

= @BNT oxy =@
CYE&1/[ITe]

g
—

<> %4
Dot dan Spatprodutet zyklisch Ut CA4R 1) PRt analog
Xy = [RAPI/LETR]  umd  xy= [RET VRV

- alQ x CIv2TY,
unganaumt vekiona QR -"":(x_:) - ([a:,a-,;p,]) 1

*

E -y = =y

x 2P,/ RER]

Dk a\’-xd—%-_'b‘;‘-xa_-i-_c‘h’-)-:3=q?l7 P_Lndeu{'i_e ',
Pan EREBED = (@xBI@ 0 !

Diwere Regel Poifdt auch Cramer Regel . Sio wercdon, d.mmﬁ:a&nﬂ.
ehon Bald Cin GET)D rutrzeom ! : '

‘Rier Polgt (Nackrechmon !) _)23:(’%) !
Aufgaben : A49 0in A4 |

- S



13 Matrizen

134 Addition und Multiplikation (5. Woche)

o Ronmen Sia schon Ln @inigen Spwunﬂcﬁ.ﬂlom Erirnam Sie =z.B. A8a) :

(3) e+ (@)2+ (@) s = (%)

{3%4) = Matrix (Ax4)~ Matrix
Ut 2ine Summe simrzaQmar Hatebzamprodukte |
TatracPich REnmom Sie din Qinks Sacks dor Ligom Bhihung regar ads
ein Mabwzampredifkt rehaeilen | ndumQich

(-a o 6 (—1)
3 -4 -4} [a
4 4 a.) B
Dien Lt dan Prochukt ainar Modrue mik 3 Zellen wnd 3 Spalten |,
foarz (3x3) —Matrix -2 © 6 2
(a -4 —1) € R

1 4 2

2

wnd aimer Mohue mit 3 Zeilen wnd einer Spn‘.‘t‘e , Rewrz (_3*‘1)"‘”6}31:( (3)

2
Dy Engalrnin dianer HulkipQ hotion O pima (Ix4d— Matrix (’g‘s) .
Betrachten S z.B. dan LGS 3k4"3xa_"f X3 = —46
dxy+ Xy "xz = 4
Sxq~Axy=3xq = = F
MQGQL“ icRorueing wynmam S | U man oin x@cbo LGS m:h%.@a ) aiman,
CAS“-R&D\.LM Rachros Q804 |
Sk glen 2. B. dan PRgamde Talloau e (3x4) - Matrix

3 -3 -4 -46

3 4 -1 2

5§ -2 -3 -3
4 o o 3
Mmdnkﬂuﬁhnxﬂnm:p\.m\_ Ehds&echﬁarf:mn o 4 o %
o o 4 4

Sta Mﬂx: "‘-1=9~ A xa_a? A x3=4 {
In WinkBichhoit wrd ficr dio Hq'l:ri.zenalelc_huna A x

. 3 -3 -4 I3 -46 Ixd
mik don Qofemmtan Matrozam A = ;'1"' € R u.nu'l_b:(ﬁ)GlR

1

—

T A
und dor unfekamnmdin Matise X = (x,,lxa_|xa) = :;)
(T wa transponiert (2 gestirzt) 1) durd Lt Qich ima
2umzige. Aqui.nm.o.m:zumxflmwxum,e vn die Emclperm

(-1 °o o a (% . o
:;:)-5=(:) an.§=4> werPu bt | |
Formal mus 25 fier aime Inverse A galen ;no dawm | x =A™}

—

mid- é—"‘é = (E’ ‘E E) &= ‘_13 =4 = E , gamammt Ei.hhel'.‘t‘.Smu.'l'rix,
- &1

und (damm auch ) A b =(j‘) . manmmmwwﬂn»&&%"
—48—~



Definition :
|

‘ * Bime (mxn)- Matrix vt eima T madt mn&n'_‘bruanm dis un
‘ m elailam wnd n Spu%nmgnﬂu:f;aw

Damgamaf memm A cuch (o)
Lens . Sovz (o, ) mik Zeilenindex k e

‘.

IA

wnd Spaltenindéx L' | 2. R. Lt
B R Oy,

g A2y - Qg

A=(aq)= € R™" |, 9l alle o €R,

@ aima reeclle (mxn)— Matrix !

md Uma "0 Ay

. wwdaﬂ.mmen die Rlnocrkembination (o )+s(by) = ()
mit ¢ = +sb .Qn.wHa:bruznm
A und B maﬂu&nﬂmr-'mu.t !

Wir clapa.rru.nm\_ dan Produkt aimer Zeilenmatrix Z mik n Spaliun

wnd zimer Spaltenmatrix s mik n Zailoen dureh dan Achon
LeRorndn innere Produkt dor .Qso.;.d.mro. ixl.an.p\nnﬁmm Ushdenen

§.=z.s=2__z'.s‘='zs+zs+ AT 8,

In Q/rumtnm.w&uidnh Hu:kn.zenprcdu.k‘f A B Wd.nmnnclnp.\nmi-t
mmgmmﬂﬂm_wdumwmﬁ
wereimoskimmt

z, I8 Tes, o zes.

3 = [ 'S4 Zivs o 2l
A- E = 5 : (§4'.§1I"'|§n) S : 27 e
A 5 i :

Tles, Zles, - z""-s
( Moto : o Zaile mal Spcﬂ-tn." h)

4 —=m =a —m =n

* Unstowncht mom un dor (mxn)- Matree A sdudbs Zeile mit Spalka
Cgaichar Nummar 1) | ne 2R8B80t mam dia (nxm)-Matriee AT |
dic Transponierte = A !

AB:E:B-A

mit simer quoadiodichen Elnheitsmatrix E = (
dearnum .p\.n.l.ﬁ.’: A 'I'E.au..l.ur .@z.u:

[- Y B
0~ ip

o
w4 =a.
invertierbar »
B Ud damm din Inversem_/_\,&&ae'&wa‘m g‘-‘-é !
Remerk ung : Ulebuenc din Mwﬁmmhm vem Ha.:tn.z.nm. M.n_Q.n

Fcrmni‘dzp_lﬂuav:t)wmd. lz,.,B. int

(43 +x(33) =(08) dopimiat
G 3+ (30 it i

'-'110

(73 )( 32) o nicht definist | aler

GOSN =G50 o daped



C+CED=CH-(73
CGDED=(GD) wa (03

A X

4 A

A goramd: galktan nech dis -?er.nm.d.nm

der

4
+(4 3) .ﬂhﬂ"

4 tp)
r =7

fa)=(

Regeln : + A+B =B +A und (A+B) C=A+(R+C)=A+B+C
e umd  (A-B)- € =CA-BY-C
* s(A+B)= sA+sB umd s (AB)=(sA)B = A (sB)=sAB
©ABHC) = AR+AC umd (A*B)C= AC4+B-C
und (r+sdA = rA 4+ sA
*(A+BY = AT4RT umd (ARY = R'- AT
© (A-BY'= g
AL =E=A"4 wnd AE=A=EA
Merke : Im i gt A-B x B-A p 2alnd damn | wenm
—_— Geicla Produid - e
Um allgamainan, LRgt aun A-B =AC nicht B=C .
“E A3 B30, o018
(Rechmam Sia nach , V) !
Tadsachlich 283 man oinm LGS
d-qchm:h,du_m mam die erwelterte Matrix CA 1B

duureh

Lk ation ven Links mat teguﬂg.nm

’lmw cx.cﬂi‘,olmd-l.n_‘f_gr’mm rdblia ROIch anBond
renu Qb iore molom, Encl.sx:l-uamt:m.)-.-.8 alonlvar g |

J)quan?d:m;bm nackodemn  veburiH- e
Aulgaben: A25 0w A2R




132 GauB- und GauB ~Jordan-Verfahren (6. Woche)

Brgalem L dax LGS @ OA x, + O3 - O,dxy = b,
Ok %y = O x5 +O0A xy = by
TO0R %y + Ot x + O %y = by

Frage : Flur welleha b, by b €R b dan LGS (wel) Dbar 2
Wie Rasfen dia jaweiligan Lésumgrmamgan 2

r Xg X2 %3 by by by
o1 83 -62a 4 © o
Anlangsschema |93 “o% ©°4 o 4 ° -2z,
-03 04 o4 o -] 4 | +3 e
4 o © |o4 03 -on 4 5 o | - 10
- A ol -4 o5 -2 A4 o] [ -(=1)
3 o 1 | 4 -o5 2 o - l+ z,
GauB
10 o o |4 I -2 40 o o -3¢,
GouR o -1 o (v 4 -08 a -4 o
- dordan J, o 4 A4 (o) o o 4 4 4
4 -3 o -4 O -of5 ¥ 3 o
o] 1 o © 41 -05 - (o] Endschema
v [») 4 o = © -4 - al
Unﬁ:nwtuitcn daxy Emdachoman : Xq = OBxy = &b, + 3b,
Xy T OSxz = aAb,— by
’ o = b+ La.+ b,

Lo Yichung b+b,+by;=0O| L dia Lgsl:a.rkei{'sbedinaune .

Falor, Ackc-nd.img&z;_d\mnﬁ nicPﬁi‘meﬂMMugawi
b;.'l;c\lq_‘é’.f:'sumewmep_[eer,&mz L=¢ !

Sorst gt o unendlich wiefs i-:‘:'-'awnam c

Dia dman.eaﬂpﬁ\.q_w\a.wwnaa Rt nic rogor amnchanlieh
Urdbarpretiomem '

%4 = lb t3by+0by + OF  -xg
¥y = 2by-Aby;+0by 4+ OF-xj % B. mt dom veo Qo m
Xz = O:b +0:by+0'by+ 4 :xg Parameter s= ofx,

— 4& 3 o) _ -
& X = (Q. - o)-l: + (—l)-s A seR
c O o ) 3
Stutzvektor ot Gerade m R )
J
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rePom anfgalellan | dars man deo

Qanambnchama aln Falkechema intorpredisren hann | Bei dem dia
Ram. gamamminm Mabrozam ichueaiztig dia Um{brmuhasn-su.i‘rizeh
b ) 't ' [ - g

TRITRITIR PR

oo -

4 0 ‘]

P mit W, =
40 © o) -
-1 o mit =
o 1 4 Ya
41 -3 0
e 40 mack Q.;"-
S 0o +4

—
—

o4 ©OR -o.a.)

0% O o

In Shmlichar Waia Ramm dia Yleiching A X =E  mit aimor
regularen Mairee A aindaukig anfaelisk uerdam tw X=A"".
Im Ergelmir, orholion Sie die Tnverse A~ e A

Beispiel : ¥ ! =(-? > '5) . A= 2
eispiel :  Cwur Ulumng ) é 21 _1 ; A ,
3 -4 -5 4 (w] [+
T T Ergamzam Sie slnt
=4 2 -1 S O 4 4
1 -3 oo 4 -3 4 -2 o
=] 4 o I | 4 o 4 o)
O 4 A o -3 3 o i 4
1 ©0 a4 |lo © -2 414 § 2
o A o 4 -1 l o 4 o]
o] =) 4 c -ad 3 © & -4
-t/a © o | o L) 4 =49 -5/ -4
Yo 4 0 |1 -4 o An Wy 4
3p © 4116 -2 © %aazh 4
-4 =] © (=] (o 4 Y -5 -4
o 14 ~¥%¥|4 ©o o -y -3k -1
o c -l o 4 C -V -2y -2
o 4 o 4 © O -y -84 -4 4 3 &
© © 4]0 4 o - -wk-a| =S A"‘:-%(a a 3) ]
4 © o |0 0 4 -4 =54 .4 - A0 4
Aufgaben :  AXS Qin A32 . Aufgaben 4, Qi €. 2 Matrizengleichungen
Bemerkung :  Auch im don Hediim sk don Gau R -Jordan-Verfuhren |

Sz SJV | 'i‘-'.lw‘&c“r’.\.\una QrofRar LGS mit Touwnemdaon
Compu{er"Tcmoarnp}\i.e e CT -~ Bildewmn wrktarvuchtor
msmm&w@%w A3 Don AF |

._.11_



Anwendung — Computer-Tomographie

Computer-Tomographie und lineare
Gleichungssysteme

Im Jahre 1973 entstand eine Technik, welche die
durch Organuberlagerungen verursachten Schwa-
chen herkommlicher Rontgenbilder beseitigte: die
Computer-Tomographie, abgektirzt CT.

Die CT beruht auf Rontgenstrahlung. CT-Bilder ge-
ben einen Querschnitt durch den menschlichen Kor-
per wieder.Die Bilder entstehen aufgrund von Mes-
sungen mit Hilfe von Computern.

Ein Rontgenstrahl wird von einem Sender ausge-
strahlt und durchquert die vorgegebene Hirnschicht.
Nach Verlassen des Korpers trifft er auf einen Strah-
lenempfanger, der misst, wie stark der Strahl jetzt
noch ist.




Anwendung — Computer-Tomographie

Die Messvorrichtung von oben

Tatsachlich sendet die Strahlenquelle aber nicht nur
einen Strahl, sondern viele parallele Strahlen aus.
Der Empfanger misst demzufolge fiir jeden paralle-
len Strahl die Starke seiner Abschwéachung.

1M

—_—_ — — - - e . >

[
\
314/ ©®

ToaAa>aowm

Saw oo gm

Wir gehen nun davon aus, dass alle Strahlen den
Sender mit einer Starke von 10 Einheiten verlassen.
Die sukzessive Abschwachung des ersten Strahis
lasst sich durch folgende Gleichung beschreiben:

10 —21 —20 =5 <<= x1 4+ 20 =5.

Analog wird der zweite Strahl beim Durchqueren der
Hirnteile 3 und 4 um z3 und z4 Einheiten von 10
auf 6 Einheiten abgeschwacht. Daraus ergibt sich
die Gleichung

10—233—$4:6<:>$3—|—$4:4.

YA



Anwendung — Computer-Tomographie

Erneute Messung durch Drehung

Die beiden Messungen ergeben ein Gleichungssys-
tem mit 2 Gleichungen, aber 4 Unbekannten z;,
1 =1,...,4. Die Unbekannten aus diesem System
lassen sich nicht eindeutig bestimmen.

Deshalb wird die Messvorrichtung gedreht. Jetzt kann
eine neue Messung durchgefiihrt werden:

Der obere Strahl fihrt nun auf die Gleichung
10 —23 —20 =7 <= zo + 3 = 3.
Der untere Strahl liefert die Gleichung

10 —24 =9 <= xz4 = 1.

-25 -



Anwendung — Computer-Tomographie

Das resultierende Gleichungssystem

Insgesamt ergibt sich damit das folgende Gleichungs-
system:

1 + T2
z3 + x4
ro + 23

I
= oW Ao

I

T4
Dieses System hat genau eine Lésung:
1 =5, 20 =0, z3=3 und z4 = 1.

Diese besagt, dass Teil 1 den Strahl um 5 Einheiten,
Teil 2 um 0 Einheiten usw. abschwacht.

Zum CT-Bild kommt man jetzt, wenn man diese L6-
sungszahlen mittels einer Grautonskala umsetzt:

-"_ v
Eu
i diﬂi S
R A

-2~



Anwendung — Computer-Tomographie

Entstehen des CT-Bildes

5 : SR

> 3 4 5

Teil 1 unseres vereinfachten CT-Bildes wird also mit
dem Grauton Nummer 5, Teil 2 mit dem Ton Num-
mer O etc. eingefarbt. So entsteht folgendes CT-
Bild:

Um medizinisch verwertbare Bilder zu erhalten, miis-
sen naturlich sehr viele Messungen durchgefuhrt wer-
den. Richtige CT-Bilder bestehen aus Tausenden von
Quadraten, die in unterschiedlichen Grautonen ge-
farbt sind. Jedem Quadrat entspricht eine Unbekann-
te €T

Die Konstruktion eines solchen Bildes bedingt daher
die Losung grolder linearer Gleichungssysteme mit
Tausenden von Gleichungen und Unbekannten.

-2F -



133 Determinanten und Cramer - Regel (% Woche)

Am Enda dos donchumiib, 1.2.3 W&Mlmm

mitRille don Spatproduiiten |, dom GB—Rﬁldwbetermlnu.nte,
umntarucPan Lanmn, ob ein LES cun 3'@.Qucpuun.gam_md:3wl\&hnmﬁtnn
eindeutig Londrar Ok | wumd wie mem corm d-lvan.eindm{:iae&'iuwe
Mm%dﬂmmmm%fﬁmml

ne Qant rich dan nun Ao

Van LGS Ax =b  mit AeR™ wnd L e R

-mJnDlm...t-.e' g nach x auflodar JUNLON
A veguliir ik . Dalei gk : '

d bd:'regu.l.&r <> dat (A) £ O |
Erimmore  det(A)=(a

Mg Ry )+ (“‘31"4-{' “«“u)'“aa* ("'Fu' c'.u"-la) A3

= (8,%85.)% 8,

clni'(.l?]§; 53) 4
. = | dak(glblsy) | -
Vadh dar Cramer Regel ok damn = | deteiblzy) |- L

Demmach Levsd sich auch die Tnverse. Al fermulisven. :

e 4 dat(eqlsals;) dadle,ls,ls,) dat(ealsls,)
A= (K% A e A, =3 | e detGlels) dat (slels,)
da (4 det(sls;le,) cl-ni:(§4|§:_|$) d-nl‘@.,l‘.‘-;.[g‘!)

TatnachQich simd oin aimrzalmon Mutrixelemente rechd snchma® =u
Lesechmam | da doos Spatprodubt (dio dreirethige Pedormimands )
nach A4B  zyklisch Lok, wnd in Jedam dor MakrieesRemente aimor
dar direi kanonischen Einheitsvektoren e; amdbalben L !
L 3 4 -5
Beispiel 1 A - (—1 -4 4) mit ded (A)= (4-2- 9D O+ (4-6) + (-3-4) ¢4
- NG A R =40 -0+4 =& +0O => A it regular !

a 4
1 -4

3 A4 -5 “5 3 4
L.B. it cﬂ.q,t(§4|§,fl§3>=d-n:t(_1 S _'jl)= cln}(_j 4 g)=(-4+4)-1= -3 |

Rechmen Sie dan Rot sl ! W&B&nl):)n%chxﬂwmdnb
Bainplals aup Seide 22 don Shrgshs ancbupechan |

Jabua ehQich Ranmn man dia Lnversenf{ormel noch werunPachen |
wmncd wavar midhilPe won roppmammidbm Streichmatrizen .

Defintion : Int AeR™™ quadratische Matree ) , deumm
bt S, € R™™"" 45 Streichmatrix, dia dureh Sheichan
dar k. Zeile wnct L. Spulte won A ambtebd |

] 3
Folgerung @ Fir A€R®™® mit dot (A) = 2DV dat (5, ) ey 0O

-

A m d.d:(§4£) dﬁi (§-1:l) "dn-t(.g:ﬂ.)

dﬂi’ ( §-[-|) - d-?i- (§a_-1) d-Q.* (534)
atl_a [ |
d“i(§-taj "dni C§;_3) dﬁi C§33§



3 4 -5\ dt (3 4) —dat (3 75) dat (] °5)
1.8 a4 -1 4 -_—f'r- et (4 %) dat (3 35) ~dat (3 7)
bR - okt (370) —dat (% 1) Qb (3.3)
-1 -9 - 1 9 &
=f"-f_— -3~a.3-a==—%3:138 ]
-2 -10 - 2L 40 4
. - kel dok (84)
Die Tnversenformel A 1= (e ey (élg' )::;f::'

Rt nichd nwr Pir n=3 ) dondomn rogar Pl alle n € NNEOR
wesun mowm cdia Determinante ainar quadratischon Mot n PnEen.:ndnr
Llana rekurswy dafimiart .

Fdni(u_ﬁ)l‘—" oy und Pl alle n€L+oln i wnd AE R |

k(A= > O dad(S,) - oy,

Radembkon Sie : Jede Streichmatrix Sk Ut A ohne k. Zelle |
ohne n. Spalte (Qizta Spalic ) | dabuor Sy, € RE-x(n=4) 4

Lo UaseimPaching dar Schoeldueing werdom ot |, Ratragwdricha " wuwr
<.R. SeBnman S sdadt d.n:l-( ;) ouch ,_1 -3- nebueidem |
ro doon ae |y 2] = A2 - CEED = -2

Parmichtlich fain Rakrag !
TotnachQich L Siar gama Rrger rekursiver Weimidion
4 -4 &)
I_q_ Q_, = k%{ ('“Dk*.l . d-l?i' (§k1) s

o =
-

= c-ﬂ“-l' MC:‘S‘*&)'Q«; o (_4)“-3: d"i‘(§11)'°~a.a.
= D) D+ 4.4.0 = -2

LT.RB. bk | ¢ : o 4 o 2 -4 4 20 4320 42 0
IR IS0 e P A PGy H L M

¥ o 5 4
==~ (-6)>1 + 64 - 2.4  + (~2)-A

=-aw
Rechmam Sia don nach  ( (lswng!) !

Rencmedam zimPoch it o5 num | die Paterminents simar (unteren )
Dreiecksmatrix  w. Sesechmam 2B,

4 0 © o
220 o L 4 0

-4 4 -3 o = |2 & Ol.%§ -——l;‘ Q['(':S)'S: 49..(—3)'5 = =-30
4 4 8 5 43

OppemnichtUch gkt Pir jeda untere Dreiecksmatrix A (= ([ﬁ)) ER"™".
P dot (a) = :fqu.. v dan Produkt aller Diagenalelemente !

s



Nichx WMWQ&W&&MM wem
1 2 -1 &
O a2 4 4
o © -3 8
O o 0 5

Sia folem jobret gamugamnd PRatre (1) | um diens Datarminarde dor
T\:-'o.nsponxer'ten dor worfarigam . ('le- xl)~ Hatrae rehamine s Lerecthomen

din Areabl » MW@WWW
Sirmnar (hxn')thﬁ'rwe_A vt .
FGr n=4 |d.n,t(A)_q => r,=0

n=2 M(é):_q14'°4a+‘q41'qa1 = 13_=4+Q-—1 =3

n=3 oot (A) = dut(S,)-a,~ d.nt(§u)-uu+ &(539-% = =243+3ry,

20em Palln rekursiv

Y= A TS Rt (n4)- c4+")
z.8,: nl a4 | A | 3 | & | 5 | 6 | * | -
w0 T3 T e T e3 | 3ak | 4958 [43¢98 |

Die Anzabl r wsedod mit n sravkar afn sreponomtic0 !

Dan o i n® 4 dommoch rachk )a.owm.p_wn.gmcpxud: dugﬁn‘.’:m—mmnh
aimar (nxn) - Matrue cauwsszurechman .Q-.ne‘,tcun s ...

Reae].n: . c[ni(AT)=dni(é)

- et (U-A) = et (W) dat(A) = dad (A) et (UD = ok (A-UD
WM&%@(%W)HMUER""“ !

Folgerung : ... Umformungsmatrizen mit ded(U)= 4

L i [ v R il A= dat (AU |
EkmmnSmch\.mduGg.Vm‘l'Sl » Rann mon
auch fier cima Spalin e, Zile d.;ud\_!kddi:timi'tm

VwlPachen anderer Spalian Leus. FaiQam werardarn |
chne dio Hai‘m:ln‘lnm.mnm:tq_m m.d.nm !

t‘ CDL
E‘DM.Q.:%:E .pJ.ur alleo s3€ R wnd AGIR"
dat(sA) = " ot (A) !
Crc\mer-RaaeL wnd, donr
Entwicklungssatz won Plerre Simon marquis de Laplace (M343-4Ra%)

Cramer ~Regel : Ax =b ut nur Pir dat (AYF0O eindeu‘:ia 2onldar |

(dﬂf(bl§;l"'l§n—4l§n)) 4 |
x = : ) '
M§4!§-‘L]'"l§n-qlé) dﬂtc'ﬁ)




En‘twlnlclu.nassq‘l:z ven Laplace

éEIRmm, z€M;nln lSGE“l;njnN .

dat(A) = 3: (D% ek (S,4) @zg | (Entwicklung nach s.Spalte)
= s‘% ) i cld:(st) Dy (E'ntwic\cluna nach z.Zeile) !
Beilspiel : grumdnatzQich »ofin mam nach dor Spalte Qeawy, Taile
m..d: dam mairnkam Nullom ardasclkalm !
6 oen o =—~4—.14-::.+-4-—1-1-a.=-41—?':1_4--1-;4-;_
5 o® oo 4 5 A k5 A ¥ -5 35 4
+T§:_ -1
=% wl2+|73 5|2 =-(az-ad-2a+ (6-10a=-aa

odaraﬂnlcﬂwnnﬂoam GSV:’

4 a o A 4 4 0 A4 © 4 o 0 q @ o
6 2 -4 4| __|o a1 & -4 4 -4 3 N -1 0
TR i E R Al PRI it i “ll -1—1-1|='Qa'
& o § 4 4 © 5 A4 4 © 5 A4 A ]
2, 5 -3, +35, -2s,
Bemerkuna : Moglicharuseira hn;mm&a-?o?emdm Scu-ru.s Shamna,
mmmm
2 5 S
dekt 3 ) | ;l LF-IF =-4 wmnel
2 Q\?yﬂ? e B
C‘R’-‘(a » 43 = [3 A9 3 3 = 2MLIETAI B4 FFAT-5- M7~ 43492~ F
5 43 13 574372370 43 .
" = =38 nind auch r\cﬂﬁa IuQan-
14 2 o 4 A 2 O, AdA 2o
© a -1 4 6 ", 4] &)l al-1 _
datl-4 © -2 4| = |-4 624 Te N0 -y = ARXEDA+2LED A4 +04 10+ 1005
1 4 o 5 A # 07 §71T 4 0 DE  « 4.0 G4~ 0D 4-5 402 -4.C1)2-0
= —42 % -2

ot Pamnichtlich nicht din Oskerminante doar vuaneifigam Malrice !

Die Regel von Sarrus zur Berechnung von dat (A) Jir A€R”
gilt f4r n 24 nicht mabu

Aulgaben : A33 oy A3E




13.%. Lineare Traha{formu{:bnhen (8.Woche)

TK:i(g),(:)i wndl B"i(:)lq)g
nimd wuel Basen don Usktervawmmn (IR:DM."',') .
Ulia Rerechmat mon con dam

Koordinaten x, und x; wlatin wur
Remonincfan Banin K die Koordinaten Ya und yo wlaking wu B2
r x 4 Y.
B gk (g)"‘—i + (3)"‘.1 = (g)')’d + (:)'71 > (xl) =(o :1‘ (y:_)
i 4 441 - Y, 1 -1
el AL N DI (N (T ()
Dy Wt aime amPacha Funktionsgleichung simer Funktion £ | die
wrvare Frogo Qeaombtnoondnt |
Vuiane Fumkiion RQeschreidt din Trans{ormation dar eordinedon
x, wnd x; Ugandoines Vhktors, =2 veQobiny wu XK m
Ioordimatem vy, wnd ya emeen Uklhew, eQatin 2w B . 1

€ ot ao 8. i x=()=(2) = o= N®)=(2) an.;
@3 + (D2 =()1+(a
" b pe : . . _ (1 =1
ok e T i p ek g0= (1)
Dalwel PG@%MMMMNdeM , Slovwn mit
RED = () wnd =)
anch rebom .?(E:-x_1 +"él~x_.,_) == -{2(5) = -P(é:)'x_‘ + .p(é‘p-xa_

Cmumer Qene chom Qe b;kluﬁdwlnxgebmcﬁnaxwuwmjm:
hda ingavkombination won, (Barin =) Tokderen wiird war
smdrprechondan Rimearkomination der Rildor dioser
(Barnin-) Unkidoven algudildot |

linearen —n'ca.ns,forrnq{*ien ( Rz LT) !
Rior gemigl don Wimam wm die Spaliemn R(E)) .
Die LT £ wird Aier eincleu":ie cbuxch die darstellende Matrix
LRI =M = (pEIpED) = (3 1

-
un oy FMME.GI\-’:&Q&M y = M- 'x Rexchmalem !

Definition : €imne lineare Transformation (kus:LT) 04 aine
Funbdion P mit Vektorraumen (B)£'+‘.)‘(WPI+‘.)
unel clar Eigorvchapt (,Rumaitds")

PT+Ts) = p@D+LE) s !

BemerkuNB : Iak dalei [DP_ = [RmH mit n»n€ KNNTOE , damm gilt :

£ ot LT = L&xI=M-x mit dar darstellenden Mectrix
M = (Q(g.,ﬂ"'l«{?(g.,))

por g, = (csk.t),,ﬂin e R™*" (%‘Q Saita 43 1) !




Beiseiele :

a) Do Py meR ,beR gegelena veelle Funkition it dor
Bk r Qi b=0O linear | alw sime LT .
Roachdam Sia dabei | oo, Qiir dede LT qilt -

P = p@E )= pH-0o =7 |

B 26 = ®e% = RTR  augh | dow |, Skalarprodulit mit ainam
11
- P Tkt W
time LT £ mt [9J=M=WT ok !
( Ha¥y = oy "-m) s % sa)
OX= X, — O 3¢ = o - . K
SEE) - (R0 B)F et e
w Velktorprodukt mit cimam Pastam Tobder o " aima LT £ mt
[imar (s:hie\tsymme{'risé‘nen) darstellendern Mabrix
M=Cp] = (33 o ..:i:') = ot X
= —=, o, 0
sk, Dales Lt dat (H) = osgeg oy + (-“-1&3)-0{-1 =0
M nicht reau.QA‘:‘u- .
TatrachQich fat £ mit H)g= R¥** nchem amnchoulich keine
Umkeforfun®tion | _ '
) D Spiegelung £ am einoar Eeme Lt gamau >
damm o

avne LT | wemn e g !
Sennt Lt P(E) £ & (g, Ridd —> ),

<) LG = X

I

/
Eninmarn S AQ_ll-lmnkPin:nmSiaw £
E : ;:“.;?':O c €

( Einheitsnormalenvektor F:; Rd=1)  relativ au 7\':
- - P " —
.9(? = x - a;”” = X = Q.n:-(nz'x:’) = (ja— Q.?::-r?;r)-x}

int dar Ortsvektor don Bildpunkts X' nach Spiegelung day
Tabsachich uigh die dordaamda (3% 3)— Madrice, M=A.-ann’ ,
Dalel sk Pinr Kar : £7'=p Lew. M T= M (QldanSw M> 1) .
AuPardem Ot Rian- r_{: (43— ARAN = 4~ a.a‘;.:.";"r= M =M |
Wlagam E‘Tt‘l =M -M =4, PRt M un\.ddnnm:!:audxg c:r’[’hoaonu.l 4

i X € & gibk skabs gc:fi:c—_la-:ar,;-:f);?=;>—a:;-cn>;:;*)=:—e
( P ® =T =0 nV. 1) =% X'=x |

Legrm

Seche Pumbkie  dia S nich »a00nt algalilolet werdom Mwilom ouch -

Fixpunkte (dor Funbetion £). dw =ugaherigam Ovtsvektoren Wie

PuiRam Elgenvektoren won P (Do . M) wam Egenwert 4 !

. Sy

e) Jeoa Drehung £ wm s Ursprurgsgerasle g : xR = , Kzl o

Mk Oriehfieru.na ;2; wnd Drehwinkel o L&MM&O

aima LT | damm (o, Saihh A% |, =2 P=0 RO =) 1)

PE) = (R con@ Wy TR + im0 Tx )& |

Da £ Rhmnchilich orthonormale Rechtssysteme in orthenormale
Reghfssys{‘eme SUSIOPS TS, ol 82 (auch ofoma Nachaechiman, &lor )
M= M (2 bk orthogenal)  wnd dot (MY =+4 }
‘Rier E g diz Memge aor Fixpunkte wemn £ !
—33 —



Fede LT mit Bp=R™" und [T =Tp7"

be{: inttion
Rt ORI . 1
lineare ort hoann ale Trqns.l:or‘mu.'f N

Bemerkunaen :
@) Whgemn der | Regeln' =ur Paturmimantinese
dede LOT £

=> 1ot (CeD] =4 !

€me LOT p mit d.ni:([{?_?.l)—-{_'_d .
5)  SkaRk nich Rir P mik Dp = R™! fraraan,
C2ITTpd=4 A dat (CpD) = A :

-n.;./;m_ Drehun

=01 Suipe
| fwre ¢ LOT )

potgt fiir

tpb"l‘\.l.lll‘te
4 = 4" = dak(4,) = dat (Cpd"Lpl) = (dat (Coa))™

- Pa p i Spl&aetuna |
D‘l"e})une i

wm aima Ursprungsgerade .

Orientierung & umd Drehwinkel o arbalt mam rypsamatiszch

@ Suche Eigenvekter R+&F mt pEN=T
(Richtungsvektor ¥ von g !)

@ Suche ¥ mit P =0

@ Drehwinkel o = arccon (——gl;l%%)

|
—
0(0 =

e

&) Orientierung
x D T p)

[inor Drehu.na ) Rachmom Sue oy nach, )

<L Q2

Reispiel : Qegolen sk £ mit L_.P.j =%'('3_ —':’;- :3:)

-
~N X=7

fir o= 480°

fur o €l0.420°T

SN Vlrkatbumg suseior Spregelungen wwu

" rpalred -4 S22 =4 um
2 -1 2
a -1 2|9 © © 4 222 3+aatan
- o g9 o dn:t(ce:l)= 14 o =
& BBy ¢ BRI
= .P vk Dl‘e}-auna k X % x| ’
@ =R & ([PI-4)x=0 &= [1_a -41|0]
r =1 =1 X 0 |~z |iD
BILOD =< = 1) =¥ J’ L =4 —-4] 0 Itz +2z,
© 4 -4lo
g .
=(2) wpiont P.=o e o ofco]

A33 R AL | mur UWHA .
—3 —

Auﬁauben :
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Spezielle Funktionen

Rationale Funkticnen (3. Woche)

Dureh y=x" | n€MN vt dia n. Petenz{unktion gegatbem .
Puobei nimd aeruclle Mnmr;'paunﬂd..mml n,l\ N Wh=1

symmetrisch =u x=0 (y Achse) |

h=0
ungerade

symmetrisch =zu O0OIO) (Symmetriezentrum Z) !

Rildot mom rum aine -QS&Q-LDQJ\BA Linearkombination
reRefor PetorrzPunktionan | no arhalt man

auns annzrq{‘;onule Funktwn 9 - n=d
Fir gGa = ;E'éux mit a,+0 ULt g

+ >
4 X

eunzrq‘]:lbnct[ vorn Grad n ! Jpur Schoudid ikt Parabel h.ol'clnuna !

Simd = und m acmzrcd:n.onnl damm bd [P 1= -%..

Alma Cgebrccheh) rationale Fuhk'l:t.on |

Reispiele : e
e g;;eurfnkkar N
x¥-Bx k2 LA (x—2) (x=A) - (x-2) oo”zeriegung

=) PGa= 3=t +3 T () D (k) (-~ CR- D) (- AT )
s&m\ﬁtmm:,Q

2. B omid G -bx+3 = (k=) Ot 3) uam:lno.ch&f‘_w
0= > w1 v, "Zo
w2 =ty x, = & (- Ftwi(a))_
o - x 2

-4 F VI
2

-k +3
O
L

~ Licke Rei x =4 y Lech LM}4)

~3x+3 el x3-—!+x+3=(x——{)-(x“"@_43'(x— D]
[ S

oL

)

=43

3

. ‘ @ @
~ Polstellen -—1;—4’!_3‘ (it VZ2W) = ll _S ' p ;J{(C_) >x
Senkrechte AS.‘ymP't‘o'ten x = -¥13' -4 [ ox= ‘H_:*.;-'l

~ 0. |3§§'-‘+1oo(2(‘)) =0 : Waagerechte Asymptete y=0
> Schnittpunkte mit den Achsen : Y(OI %) , NQIO)

Extrempunkte {2'00=0 mut VZVW . &ummn&?%)':i.%‘;}ma’*::::f“‘

Riar it PO = i((:: ik w2l(x)= X=- =7 ':r.l(x.)-—

)= 54+ x=-3 => n'G) = x4

e Tam k
=y plea=- '&1—4;(_%;15 = = 43V (x- (Q—'E» (x- (VI
~oa:+ x3‘%3
afbse P !: : + 22T = (T

+s)/13

[- pa+y@) = (5~ a.-f_‘)/*lB

=> T(a- PIS*‘”L> o H(a+FI Stk g
=00% | =068 =333 )= oM




qualitative Skizze AY
f\-dbuamul;ﬂn MafodaOvdiveng )

S X

0,5~ 4,5 % +1 o4 x3-3x+Q
x2+3Ix+d o KV +Ix+

b g6 =

4. Lo Otex=0Y 4 (e
2 (x+D(x+D) TR x4

mak LE-21-45) und senkrechte Asymptete x=-4 | NUIO). YOlbSs) .
o . XA ko
Wer vt olordimgs Q00 = T XX 4 4

! Polynemdivision : PG = -1— (xz'—- +4) 1 (x+A) = 1‘5_

o W D
= 32+ 2d 3 LR i Ik
- 3%-3 -ata x+
. q. ESmTEmLLE Lot S T
=7 Schiefe Asymptete: y=3x-3 . wnd £60 Lt gim
——= (!.Q]LA.LQQ‘L!:Q)T\ B
i
PP A M €T/ bt N € 3< VR € e B |+
£ 2 (x4 4> T (x+2 2- (e O™ | -2 -4 o ! ’
(

=5 H{-31-4) wnd THIO) : ! -

qLLQ.n‘{:‘L{'q.'HVQ Sl(iz'r_e g T
(rt Mnm%n f Y:%H— -:.:-.
maRsudten ! ) /

Poae

E1-2) -3
/‘ B i U0x) = 4 (xeA) S % O
L £

/:\ (i Gegomnate 2u ad 1)

xX==1

Wichtige @ramdlage dor Diskusnion rationaler Funklicnom i ro
aima (mindardoms teilrueing ) Faktorisierung wen 2(x)

und M0 . Dafliir gt an nelen linearer Erganzung und

Polynemdivision aim wlalisr avnflachon Schorma | don Horner - Schema |

BE‘.E-SP;'E'L . Q(x): 3’(1‘-‘*‘1)(3-5-‘(1"')("’1 am doivr Sl a=2

+ 0 6 46 72 mi6
Al & T s s
= 0 = (3 + Byl Ax+23) (x=2) + &5
muk '4?(.3.) =_lt§.

ier emchigt mom alno nur noch B (dutt 13) Rachemnchuitin wur

— 36—



An Lelicliger Stalle 0 €R srhalinm nis amalog (eunpibalich !)

POy = 3t o+ 2.3~ 5+ 1 x - 4
+ O.x* + 30a + @atd)iFa + Gd™2a-8)xa + (d3dnd=Sa+4)a
= 35dx 4+ Ba+td) M + Gadr2a-Slxx + (BattaeSatd)x  + D)

Nach dianam (Additions-) Schama gilk totsichich
260 + 35+ (Ba+2) s+ Ru+da- §)x + R+ -Ea+4)) ' q
= 3%+ Gatl) ™+ (3cd+2a-5)x + (342 Sas D) - x + 2
& 209= m 0O (x~a) + pla) mit
X+ (Ra+) x®  + (Ba+2a-5)x  + (342t Sa+)

3
(o} A 6at+da S +ha®-5a
3 G6a+ Qad+bq-5 A3 +6 0> 1400+

™ q_(x) =

amd damit  m ) = A2 +6d-10atd = plta) |
PO = R D (x-ad + pl@) (x-a) + plad
Dei R ()= 3+ (Gat)x + (Fat+4a-5)
An dor Stz a=4 ofalt man 2o uWa Horner - Schema ( fuurz: HS)

-1
A

-1
]
g [e] =p@
[5] = gl

A l
n

W)= 00 W

OWoWOo WO oD W
A

. A
E}w;wmumuy

dor Roife noch

]

(3454 A - (= 1) ( Faktorisierung )
({348 x +8)-{x-4) + ) (x-4)

(R4 (k=D + 4D L(x—D+3 ) - (x=4)

CCCR Cx= D+ 44) - (-} +19) (x=4) + 9 ) (x=4)

20

wmun

3 -(x-fl)l‘L-{- 44-(K—4)3+ 19 -(x-—’I):L"' 9. (x—1) (Tqyl.oren'l:wick!.una )

Ermidtaln Sia daraos £'6 | 2@ wnd P
T = A gt = A M= B

1l

Satz : ( Horner = Scheme )

- .
a, @ > -2(>0=i=zmc:t;_xt

u'v'| qn—-i

©  ab., ' ab, ab, P
boy bpa by @ 4> 00 = )+ (o) T by
O Q. T oog,

L% € P60 = Pl + P (x-a) + (-2 B
_3; -~

cn-:L Ch-3
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1 (2) Die ubngen Zahlen der dntten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms

1.1 Reelle Zahlen ‘ . : 15

Das HORNER—Schema ist'ein Rechenverfa.hren, mit dem man fiir ein Polynom
flz) =apz™+apn_1z" "1+ ...+ ajz+ap
an der Stelle zp mit minimalem Rechenaufwand folgendes berechnet:

(1) Funktionswert f(zq) :
(2) Division von f(z) durch den Li‘ne‘a.rfa.ktor z — zq, also Sz)

L : - T~Zg
(3) Ableitungen f'(zo); £'(za), ..., " )(zo) o
(4) Taylorentwiddung von f an der Stelle z '

Man echretht dle Koeffizienten des Polymoms f(z) in absteigender Rezheniolge

Gn,&pei,..., 60 hintereinander (ax = 0 nicht vergessen, falls die Potenz z* feblt!), schreibt
dann £q vor die zweite Zeile, beginnt die dritté Zeile mit a, und geht jeweils mit zo mul-
tiplizierend in der durch die Pfelle (siche Beispiel) angedenteten Weise vor. Die dber dem
waagerechten Strich untereinanderstehenden Zalilen sind zu a.dd.u:ran, die Summe ist. mit o

zu mnltlplmuen,

Beispiel Fir f(z) =22 -z -9z +13 berechne ma.n._f(3) und il_%l

Cf(2)=23—22 -9z %13, zp=3

1 -1 -9 13-
/3 /5 —9

]l —3

1 2/ —3 4] = f_(3)

T+

-Man liest,ab: -«
( 1) Schlnﬁzahl der dntten Zeile ist der Flm.ktlonswert f(zg) hier: f(3) =

g(z), das man bel Dlvmon von f(z) durch-den’ Lmea.d"a.ktor z — zp erhilt

—::0 z— zu - z— 3 z=3"

f(:r:) ist gena.u dann olme Rest durch z — -Tu te:lbar, wenn f(zo) = 0 ist.

‘Das HORhER—Schema 1afit smh auch im Komplexen verwenden

Beispiel Jmaginire Eimheit i= -4 (m Mathe d dsird '+ durch § ovsohet)

Fir das Pnlynom f(z)=z —(1+=)z —(2 —:)z+2z berechne man f(i) und ;(—}

.
III
1
",
d

—
I —— -t
———

—
B it Tt

LRI T T I R e e
P

faPamn
A R R A A AT A S S o g

) R

B T

- _-u~.~—‘.-—-l..'..._.._. P
o




16 ‘ 1 ARITHMETIK UND ALGEBRA

Beispiel

Fir das Polynom f(z) = 2z* — z° — z — 18 berechne man :
£(2), £(2), 7(2), 72(2), FB(2), sowie -ﬁ—(}% tind die Taylorentwicklung
von f an der Stelle 2y = 2 (Umordnung von f nach Potenzen von z — 2).

:a=2
2 3 6 11 [4= — fo9=4
zo=2 4 14 40
a-+2
2 7 20 [51]=L2 = F(2) =51
30-:2 4 .22 ) : ‘ .
2 1 [o]=L0 = f(2)=42-21=84
Zo=2 4 ’
P Sgale BN = F3(2)=15-31=90
zu=2 ) '
@.-_.L‘;!(zl = fOQ)=2.4=48

Ma-ll ].iﬁt ab: 1

(1) SchluBsahl der dritten Zeile ist der Funktionswert f(zo) hier f(2) =4

(2) Die tibrigen Zahlen der dritten Zeile sind die Koeffizienten des Polynoms
g(z), das man bei Division von f(z) durch den Linearfakt. z — zy erhilt:

4_ 9 . '
_Ji(ﬁl_g(:)_,_ﬂﬂl s 2"":_z—"‘:’—-ﬁ=2z*’+_3:2+6z+11+i

z—zg T—zg z—2 z—=2"

(3) Ableitungen: F(2) =51, f(2) = 84, £7(2) =90, F"(2) = 48.

(4) Die Koeffizienten der Taylorentwicklung sind die umrahmten Zahlen
des Horner-Schemas: :

fl5)= 2*-—s"~z-18 =Eks—2)‘+m—2)"‘+w—2f+r—2)+[§

S geardnet nach Tgylorentwickilmg f umgeordnet nach

Potenzen von z. von f an der Stelle 2 ~  Potenzen von z — 2

(5) Alle Koeffizienten der Umordnung nach Potenzen von (z -—.2) sind > 0,
also: Keine Nullstelle von f ist > 2. .

Beispiel (Euklidischer Algorlthmus): Man bestimme den gréfitan gemeinsa.mg
Teiler ggT'(42,9) von 42 und 9, und I5se die diophantische Gleichung 42z-+9y =ggT (42,9).
Division mit Rest: ~ Einsetzen lefert: alle Lisungen der '
42=4.946 3=9-1-86 diophantischen -Gleichung

9=1-64+3 3=9—'1-(42—4-9) 42 = 3 bzw. 14z + 3y = 1 sind:
6=2.3 3=-1.4245.9 =+ % Tk e

=3=ggT(42,9). geT als Vielfachsumme. (2,¥) = (-1, 5)+m(3,~14), meZ.

-33" -

=) o

), = (

ﬁ.: (Aoc14104

+4-2%1- e 1-2°

+4-2F+4.2f+0. 22
]

Doy, 4T +0-28

P TR s e R Rl

'

g b ied I




Dan Horner Schema hnnm)mau MalPom. | mieh avnar wndekanmian
N uQde00s won £ amzunabarn .
L .B. bt Lm verPamgan Ranpial  L060= 3t +Q.x—5x +x-A

= (3xS+Ex+ 1) (x=4) .
wrmrunach st 4 e un Qebarunde NulQrdeQ0s ~sem R, Savrz ‘leJ\fQ(@).
W suchan ruam Ngca) inr a(x)=3xa+5'xa'+4 .

") = Sxa'-l' ACOx = E]x-(x'l*-ﬂ-) +\\. -/‘*8
S ) e

=2 H("%IS%) u.m:lT(OH) | wnd 8()0 —> -0 .Q,:.er-——}-—oa .

&@MWWMMNMMal A L‘n-n‘:‘ag
Wahla a=-2 : gbd= 3 x5+ §-x¥+0x +4

o -6 ol

3 ~A 2 [F3]=g¢D

o -6 A4

3 - 16 | = g'¢)

=> gl = =3 + 46-(x+a) + (x+2)™ (Ix~F) !

Wan sich dlor mﬁlwnNu.QQ);l‘aQRn.ume weitior canreumsbormn | Qediond man
e num dar Tangente an g um Arbeitspunkt A(-2.I- 3)
Mam rbet dareu m New‘l:onsc};en anaeﬁtenver{uhr&n (NTV)

2,06 = =3+ 16 (x+a) = & x= -2
wa ram — G aln Arbeitsstelle wnd rabes dan NTV foit

1Y o] 4
-B¥4¢  WIHgg -SERR/L096

3

o)

3 e 2ovam =g :

o - B¥#4g 4363418 1,0 = gl +g'le@)-(x~a) =0
3

-i7/8 |R339/a56] =g'(@
ag'la) — g
gled
= = 4 ¥F42ABIOI ... it navan o |

D ox=f@:i=

Mix ecu)=’3u3+§u_:‘+'1 lalfu)=3qa'+40u ; wnd damit (par TR)

-g'(a) —g@) o Y-
Polgh : R(a) = —F ';‘(u;‘:’ = q_c§;‘:+:°> = - 4 PYRFIBCA... atc.
und domat rekursiv C'DQ-Q S.39 1)
n+4—3‘1(K p) =="> n xn (TR
x-g'() — g6 1=
Rei. &(x) = 400 2 | —~29/M46 = - 18135
)y 3 |-43%4283032
NTV sur numerischen £ssung % | -1FFLF3I8CHT
Bem 800 =0 S -1, ¥RFI61%F
6 [-4F1FIE4F  (steht !)

=> N (L) = 1 -AFFAIIEAE; 1§

(..llbu.na . Ermitteln S on eldonlichor Wae alle NulrdeQ0on deorx
- BwrﬂiLdTLCI-QQJTL Fontiom ‘fZ mt Q(x)‘—’f-x —6xT + A !
Hirweis : Wiklem Sz x,€ {-05;0,5;1453 !
_.38.__
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JInterpolation mit ganzrationalen Funktionen : Newton ‘Tn"‘erpolo.hon
Intorpelotion @ ScHliom vern wwel, Qebrommtam Fumbtionseston auf
Lrarinchammsents,

(Bertelemann : Die neue deutsche
Rechtschreibung | 5.508)

Jm:{lex'
LR L c it 2 3 i Bnhii.nrwmm\e Ao Kunﬂl\nmmiux a;
Eﬁ:ﬂr‘.ﬁ clle— Ky ] 4 5 5 R, -y - e i
S’(t&zw(‘rl‘ ™ Y -1a 44 4B -5t Y -pcx) - ?E:.Qni" *
v mid 4 KeelDbelamdum Qg (A, Oy, ay
ambuiprechend dor wior Stitzpunkte
B (x, ly)
Darn Lt pronmaplie 0 duured ‘&-&N_L/h.gdl.h LGS .P(xk)=yk \ KEX0;1;2;3%
m:DB.D.LCD\. , do . Um duanor Nermalform %e 9y 9y Ay
®e O o [ © O -7
wad wwar por GV ®=2t 4 0 b 8 | 16
¥=5: 4 5 a5 4a5| am
Tobndchlich komn mom rach Newton **%° 4 3 43 343 -5¢

dia goamzrationala Indorp Rodionnlunletion ch ne wndor
MMGMGMTMMM, ﬁmem
" mima StufemPorm e Rasbimmung ven (amdaren) KoePirioriton orbhalt -

L0 = o + o lx-x) + ey (x-x ) (x=x ) + ca-(x—xo)-(m—x_‘.)-(x-xq)

Dinra Newton - Tnterpolation (gQ. Pep 4, S.495 £p.d Qiafort num dia
€L weder wio Q(Kk3= Yk 1 k€ TO;4;2:3F i

K= =0 Ty = -2
x= k=L ot o = A6
= %, =5 G+ oS + ¢y 53 =28
x= Kn'—'?- g S * oy F kS + ca'? 53 =-54
v m Matw : Co S Sa €y
Oe. m adviseform . - S -
(Qereitn Stufenform 1) a2 o o N
“4 LY 15 o] a8 |1-=z, 1:5
A F 3L J0 =Sk 1-=z, | :%
A ) o o -da,
o] -1 [v] [»] 14
o 1 3 o B 1-2, 1:3
[v) - 5 10 -6 -2, 15
A 8] [=] (o] A9
o 1 o o 4L
=3 & 4 o -
o] (o] -1 2 - -3 1:q
P ) © o =13
o 4 o o 14
o o A o -2
o o o 4 -
=2 Q0 = -2 + bk - Ux-(x-2) - (k=2 (¢=B) = =42 + Bu + 5% =33

Au_?auben: A4S i AT umd Z4 )




142 Exponentialfunktionen (40, Woche)

Erunmarn Sie | uwse mon dia Taylorertwicklung ainar gameradionalan
Fumblion £ par Horner -Schema aflldt |, «.B.

P00 = x¥+3x~1 [ a= % (Arbeitsstelle)

HS: 4 © 3 -
© Va 45 2Why .
1 12 as/s [az] =
& 43 an
1 a3 = ®
o
RS 2AC
4] = & 2
=% P00 = (=P - Lotu-Dr+ 4

A20gammaim werdon Sie Lm L. Semartor fir jede -zuweimall Codatig )
difleremszindbare Fumbdion P abnrahom | dare
2(x) = @)+ @l (a)(x-a) + L. 0"@)- (x-w)®

an oima gesignade Zwischenstelle 2 masischam x wnd o .
mj_ 1ollta doan Indoyrald mit dom ‘Gremzom x wnol & Ln D:b%.tinam
wnd a &ima Lnnere Shmndnrwﬂﬁ:ﬁmﬂ)#m.{l Joim
Dia Tangerte kX, mit 2,00 = plad+ P (k= a) im Arbeitspunkt Alal @)
nammt mam auch Linearisierung odar lineare N&her—ung .
Dia quadratische Naherang Yo it in ambrprchandor Walna duwrch
@ (%) = L)+ 9t (x-a) + L p¥a) - (x-a)*

gegaben . Un Digem Balnplal bt A, G0z E L (-2)  wnd

O 0O = 35 + L (- D+ (-
Un dar Niha von T Dlegh die simzige reafle Nul#adlh vom |
w&&&wdmldmmwﬁh uoTL
0]_‘/()(3 =0  aima Loruae Nakwdmm NulQdella ocrfddt alx
3 durch, Rdwmg von X (V=0 (NTV )
Ergofmin : :t,,a(»o =0 &> x=29/90 =0,3%

iy (O =0 <=5 x = - P2 = 032048493¢

1

( neealite mumg ;‘-‘J-‘lg—“—%]*,} = 0322185354 (619)... 1) |
Da. on Pir nicht gomzralionale Funkiionam auch kein ormar ~Schoma

w:mm%th%QmWW%W

mm&mlﬁnm%m,m%nﬂiuﬁ&&rmimﬂaﬁ;cm

Duvreiplimen wichtigon Fumktion Lalnn shQeit .
En Aondolt nich hior wm dia natirliche Exponential funktion oeep
mut can eindeu.{ia Dencbuacl Qendon tlgamrnchaftom
mPl = neep A JZQEPCO)= 4
oo ! Px
<E> 0apld =30 = A+ x +ET e = @ ymbfinch wnd Ronistard

NSO ) mit dan Potonrzsegalnm !



BEmerl(u.hGEh H

Tratyit o = LIMBARIRARLESOLS ..,
= e
‘luri.n-d Eul.er)a:Du -thhl Qﬁmnmm:l:‘ wnol Uﬁmu&ww l

LY Flr UMmmdehﬂQndhmdnnwex
mat cdor A, Rstenzreael. Lenmsaran 1

aep(a+h) = é U (a+b) ) Linomische Fermel
- a0 :‘Ll. LZ(;)'Qk‘b;—k l ( )— '()l
=o' x=o
oo L L BTk
=252 kT oo l (ZC )(Z” E- Eock
[ k ) R
= (&%r)(li_%‘—) (Cu.uc.hy Produlet )

= eeep(a) - oep(b) & o eted |

_c_) oep Wk uegen asep' (<) = Daep(x)""e >0 S‘l‘renam«-d{bm.chhmd
Pabor vk die UWmkobelotion e MQDQJ; Qunn Fwn.g?ixm
dar natarliche Lc.aqrt'l'l':mu.s (LQ&nrdzhmus nq.'l:m"nll.s) .

arep

(e = em(y) = x Qy e —e%(v)

2m

d.) &mamBuUmh&mwmdhL&ermMrnM&m
Einachbait die ‘%mmuu«_une aunar bel.nel:neen EEQM:.QQM\.ML@,
arman beliebigen Logorcdkbumun Wur daPimisren P 4k >0

xR (k) I

&> nl) =y om(b)

o o om0 |
| g L= 2 = v

exepy Lt die Exporentialfunktion zur Basis b |
Leg,, st dur Logarithmus zur Rasis b !

b = a2 p) (x) 1= seep(x-2nlb)) = e
¥-m(b)

wnd_\ugennm x=bY &> x=e

%MWMBM Q.,e wnd. -0

F y=10% y=e* y=2x /

=

-



Reispiele :

Js0A
—_—
o) Udeale Disdenkennlinie : +°_f_>[n_——0 -« Durchlasspolung , U >0 V)
3
3_{ OA fir U<OV  (ldeal!)
Knickpunkt TL 3, (aeep()-4) gl U0V

\ '_‘étgi_gun TP

[— > U o mit dom differenticllen Widerstand
_u 4
e
tgpoch: Ug=26mY und 3, =446 *A o uve

=D T2 A5 ACOL | pl0st aly Stuigung Famm auf !
Raol gildh or Dei nimor i sstark nagativen Spammng W aimam Durchbruch
dor ERafdvenam | wan zu simam rdark nagatinen Sperrstrom it
CUg= kg T/e, wnd I~ awep(~(E-E)/(gT)) | k= 43R4 462 3/K ) |

b) Aufladen aiman Kendensaters : (wg2. A8 wnd “Ku.elv-.l.ina“l S.43% !.)

y AP y:x u
L Z Te

1= Y t- LT A e

=U. (4- e -
le(-t)—/u (4-aep (-2

Qnael%‘te Gleichspa.nnu.na
{ vem, Auladam )

u
I =
5 RC

=> QM = U @) = C:U - (-nmep (- =)
mit dom Sa‘t{'launaswert C.U dor %ndnmmi‘QOd.ume !
c) PG = e . .2‘00 =2 ochne %J:t:m.neenﬂ :

oo L oo L .
T 2092 e%* = amplix) = 2 Lk o Tk
N = o

L!

>3 =

. izo
N - L L £ )1 Kk
——3 {3'(30 _E_E% ! L X = l‘(lE'—‘m!— - k .QaEE.P(kX)‘: k-e x !.J
Rertimman Sia wan::.a LT Qle) -P.J:Jr _{l(x) = n.aep(-x:") |
-
|

) Mam sprichd von exponentieller ftincbamna (Werehodum, | Tarfa00)
auman Bastendon BR) (> Q) ol din felgonde _
D?..(_reren'ﬁolaleichuna rfL 00 usird B =k-B@®

(k<O = Zarpadd | k>0 => Wadvtiom ) mit & = AL = Zipicituny .

LB, k=2n(40D >0 et Zinseszins z A% pooL.
k=0n(08938¥N <0 Leim WC ol in UN +&
(Halbwertszeit Ty =- h.:g 25730 &)
&S | BE) = BO) - orep (kb)) | Rartatigon Sle die Flgerung aus Ragar

—43-




e) Untor beschran‘ter Anderuha Liman Rmstwud.nb B 'UE-M mam
gemig : B = k- (S-B@)] fm k>0

MQMMM D) := S-R&®) !
Selram Sia aum aim mdim&ndnnPr&memﬂ&pam ad !

-

Ergabmin: [ B = S—(S- RO - nmp (k)
Skvooaren Sia B Qir S>RO) uwnd Luir S<BCO) !

_Ez dur logistischen Anderuna ainan Rosdamdan RO gahidet dia
DiRaremntialyleichumg BB =k BO(S-BEY)| piir k>0

Dia Sulbnbitubion Q)= - B(t) DIBJ.M doaren &qu.i.«nQ.wn:i:
' [QW = kS (1-ae)

PRembrar wom o TYp )" V20 dorss QW) = 4- (- QO apep (- kSE)

&= | BW = -
il = (4--8—(;)-)-nae.p(—k8t)

..MMWMMSMCO 1) OweRcummndar
Ergalbnis, | ﬂm»&abmw@uﬁx(wndnmdu:bﬂl)hm-anﬂmid"

Sk uvreren Sk dam Faf2 O<B(0)—E '

8) Nie w-:»emim.QeQamDmme avnar harmenischen So_hwmau.n&

T almon Batandan BW) W [F) + o2 B = O Dol >0 (£

Siz Remman cws dar Physik dia allgememe reelle Lonumg ¢
[REO = B+ conlat + )

(R >0 nt dia Amplitude | ¢p die Phase !)

ug'r\emmluﬁ.‘mcph B&) = oeep( Q)'l:)‘d -1 | 2lemne uwe
BG:.] = DEEP C-—dcof)
cdue cMge Di ﬂ:erenhu.l,a[etchuna der harmonigchen Schwmel.m&
mit der KFELS‘E"EqLLEDZ a !
Fimdamn Sie 2u YWawrna eimam MWM asusefham o.egp(dm't)
conlwt) wnd Amlot) Puroun |

Aufgaben ;. A4R Lin AS0 |, |, Waikere Aufgalem .. " s [5], Z5 !




A4

\/Erelnfcu:hen Ste soweit m&alleh ( ohne Taschenrechner 1) .

5.2 5.3 4 , B R b
Q) 5tz b) 3+2 C)T§+§' d F-37 e &+2

“ 4 U-wy  u—~wy AT —uYy X ol % A xt =G
‘F) a+b o a-hb 8) wr w7 W h) hx-8  3x+ *+ Sx*-20
ar - ¢ bo¥ 46w | Qu-b ST R
L atb a—~b ) o= T du—by o= 4 i
) S qb d 3 (u+) T 3u+bv k) V' + 7 ) & (Vae)
u-

) PR ) (FETE ) 0n(K7) ) gl

q) Qog  (512) ) Y 09U+ Bm ()~ BTy ’

0 8) [(eP%423) ~ g.o¥56 _ 5¢.o128 _ 73 ___easq-]qdﬁ

Ad

A3

A4

Bestimmen Sie die Losungsmenge I der Gleichung fur G=R !
@) }F-Bx+42=0 b) *+4x-225 =0 o) 3IxP-2Un +4B=0O
d) 3x*-39x+120=0 e) x*-Ex+40 =0 £ x“-4,ux+o,éa=o
@) xT+3x+IE=0 h) ExPHMx+5650 ) 3r-Ex 4 =0
4 x* 26> +25=0 k) 3*-2A-54=0 ) x4- Bt =4
m) Ax?-A2E 4405720 1) KB4 4P —42xE =0 &) 2x¥44 =ax

p) x* 4 x3 + 4R = 46 xT+ Ly

Bestimmen Sie die Losungsmenge L fir G=R !
@) x¥+4Ax >0 b)) 5xP-42x <0 ) x*-A0x +1¢ >0

d) xF+2+2 <0 @) xB-hx6 >0 ) %6 -2 45yt < o

8) X—AVx -3<0 h) e(e*-4)+3 >0 L) xj_,, "',:,.4. <0

a) Zeigen Sie per Widerspruchsbeweis : v ¢ @ |
b) Ké&nnen Sie fur R:={MIM¢M3 entscheiden ,ob RER oder RER 2

c) Welches Rechteck hat bei ,{:es‘l:em Flachenwhalt A den
klewsten Umfang u ?

d) Vor langer Zeit Lebte in Arabien ein alter Araber. Seine
Familie bestand aus 2 Sé&hnen ,etner Tochter und 1# Kamelen .
Er ver{ligte in seinem Testament :
w Meim orstor Solim R0 din AP | moim zueter Sofin 222 oin
Drittal | meime Techtor pim Nowntol oaltom ! "
Wie viele Kamele erhalten der erste Schn ,der zwette Schn |
die Tochter nach seinem Tod . chne eines —zu titen 2



A5  Geben Sie alle rnoalu:hen binaren Relationen rnebst IDR und W

mithilfe vorn Tabelle und. Meneeh X, Y, Z der Vorlesu.ng an |
Welche davon sind Funktionen 2

A6  Skizzieren Sie die Funktion L

mit maximaler reeller
Definitionsmenge sowie thre Umkehrrelation £ (chne TRY |
Ermitteln Sle £n 2™ mindestens graphisch !

@ PG =(x=D-3 B P6d = lx-41-3 <) PO = tamlx) | =T

D Pl =,3 e) Py =3 £ PO =t~ (x-2)"

@ 260 = R) ROO= R, ST D RO = x4 L




AT M, M, M sind die Seitenmittelpunkte dar Dieinckr ABC it dan
Echpumbtam  A(-21-2), B(810), C(614) .

@) Bosechnan Sie dia Vakten AF,BC,TK, MMy MM, | FLH:
rowe Pue A ;
ﬁM&inckmn Sie dic Dreincho ARC umd MM M,

b) Dia SoitenPalliorendom (AMD ((BM,) wnd (CM.) | alno dis
ﬁgjfcl.dﬂn\ danch dio ']nmsaLQ)a umg}eggemm Pumbita | rchumaidom aich
im Schwerpunkt S don Dreinchs ARC —
Bontimmon Sie dam Ortsvelter T = OGS _don Schruerpum®bion n
AAsngighait von don Osturebteen 2,1, T dor Parkets AR, C !

AB  Qagaiem sind dia Thldmen a’=(—§),i§’=(-3) wi'c’=(-§) .

4 i
@) Rorechman Sia cia Cakteen und Wue Eimgam, :
K= -d2+B3+2:5 | P=(T205-2 |, T =@D)3-@)543 !
b) Rildok dia Mamge T3, T3 aime Rasis wn R 2
€) ErmiMalm S | Puls migQich | Lir al kanenischen Einheitsvekteren
==3) 2= 2-)
aima jonseils danteQOanda Linearkombination dor Veitoren & & wed @ !

d) Kémmam Sie cimam Punbkt D » Lemammam | dans dan
Uisseck ABRCD mit dom Ovtniehitoren
&=TA ,T=08 ,o=0¢

aim, Puru_LlELbarqmm [

AS Q.) ;J:.;.am SLD_,C‘LCIM 'i*l;xix‘,-x:"'s’ .n:un-n. BQS'LS dm; uhkib'rrwn.nh
aller kubischen Plynema ik !
b) It auch 14; (x=1),; Ge=A20e=2); (=) (x-2)(x-3)3 cima Ranis
don Vekicrrawmes allor ®ulvrddom peﬂﬂ\m L
c) Eira gomzratisnnfe Fumbtion L d—h‘\.'ttnm'%ru.d.nba-nﬁ'\:lex clor
PLgemdom Jalells :

X 4 2 3 4 Rostivmman Sla. damit @(K)u.mcl
4 © A% ¥ o1 alls NuQ0steQlom wom L !




PR T Lerecnnen He dwe Lnnenwwinkel gnd Fl.a.cheni.nhu.l.'te dEr
{:olaenden Mehrecke :

@) Woreck ARCD muk A(-31-3),B(21-2),CRIS) ,D(-2l4) !

b) Deinck ARC  mit A(-21-2) B(RIO), C(E14) !

) Dreinck ABC  mit AGAMIM), R(UMIRY,C(-41-414) !

d) Tioreck ARCD mit AC21311), B(O[-114),C(61-412), D(#13)-4) !

Hinwels : Sie k&nnen hier daven cxusaelnen , dass auch in R3*1

3 Bil.t ( K8nnen Sie es auch ze‘teeh

\®/_" Yyt ug, + Uz o, = G?._l; = l?llﬁ”c&;(a&)
uw
(y€ LCO;M1)

A11 Rervechnen Sie die ebenen Polarkeordinaten des Velkteren
@ F=(R) » T o 2-(T) o217

T =V
Hinweis : &be-leeen Sie sich im Zweifelsfall , in welchen
Quuadranten der Vektor 1&18":

-— -— —
AIL Auf eine Punkbmasse wirken drel Krifte B, % und F, .
4 hat einen Retrag vorn 4N und einen Polarwinkel von 45°
F, greift unter einem Winkel von 420° mit einem Retr
ven 3 N an , wahrend z enen Winkel von -20° und. einen

Retrag ven A N hat |,

o) RBestimmen Sie die MMMAM&Q&”W

der angreifenden I(ra{.\{a' !
b) Rerechnen Ste die Romultisienda @ew. Qenamtboralt E !

c) Restimmen Sie zeichnerisch die resultierende Kraft E)l
thren Rebrag und den Winkel y unter dem sie an den

Massenpunkt angreiflt !
d) Rerechnen Sie den Befruﬁ und den Winkel qus o) !

A13 Rekanntlich kann marn (}eden Velé:cr 2 in einen ~
Parallelante; | EE,, parallel zu B #0 und __ a,
ewnen Orthoaonq.Lun‘te_LL a>.L senkredht zu b - 3 v

zerl egen , ay

a) Zeigen Sie mithilfe des Euklidischen Skalarpreduktes
=y

)
& = L. %——._E’r (Dr{‘hoachu.LprQ;E‘(ﬂon von & auf B) !

1) .

b) Rerechnen Sie mithilfe von o) die Fldcheninhalte von A4O |




A1t Zeigen Sie die [olgenden Eigenschaften des Vektorproduktes :

— — - — =9 _ —r -y —
X = = =
@) e xe =gy A Exe, e, A eXe,=¢€,
—5 -_—y - -— - = — -y — — ——
b) a.fx—\r=—1>?xuf A GX(G+13~5)= ux1;+t.fxu;-s

— — f—. } — p — — — - -y =
Q) WxTW=F A (DxB)@xD) = QT2 (TR

d) 1@ = 1R mimlep) mit e =194(Q,) € [o;r]

A1S  Untersucher Sie die [:ol.gend.en Mengen aul lineare U.na.laka.naiakeit
( Orthogonalitat |, Linkssystem Rechtssystem 2)

= tEEE 0 D@E o (39,0

Ny

D 1(3)iG)iE)rer o R (Eh6) @3

A16  Berechnen Sie sowehl den Oberﬁ[&cheninha& als auch den
Volumeninbalt des Vierflachs mit den Eckpunkten

a) A(Ololo) BAIFIB), C(al-314), D(6L1140)
b) EC-AI018), F(212)2),G(312l0) |, H(eI412)
<) J(miole), J(olmrio), K(ololm, L(ririm

A1? ) Bestunmen Sie einen Vektor T , so dass
= ceh (M) mim (R) cen(een(®Y _,
= A IANE) | | smGOcon(R) ] T 3
con(B) A (R

ein orthonormales Rechtssystem (st !

b) Bestimmen Sie das Skalarprodukt und das Vekt‘orpv—c:clu.l(t
der beiden Vektoren

1
O gy

cors (o) con(B)
("i‘%"‘)) . (’*"5(‘37 , und bes{:a{iaen Sie damit die beiden
Additionstheoreme : con(B-o) = con (00 con (R + nbn () Mm(p) |

rm (R =0) = con(ed Am B — aim (o) con(R) ¢
c)* Zeiaen Ste |, dass es {dr cj,ede Linearkembination
S, con(x) + Sy M%) mit s ,€R ' S €R

eine Amplitude A20 und einen Phasenwinkel ¢ € ]-TT;'IT']
gLH: mit

sy eon(x) + s Alm(x) = A nim(x = ) d

A18 Zeigen Sie {ir alle T, T, W € R™ . (WxT)em = (TxD)eT |

(D& :D«.:;SPqi.prcclqu_‘t Uﬁ"-l&%.o_ur_& o))



A 13

A0

A1

Bestimmen Sie de eine Gleichung fir die Gerade g mt
A('1|0|3)€e und B('HEIQ)EB , R omit

4
ﬂ=(;) und  C4l-611) € & 1

Wie l.i.eeen beide Geraden relativ zuetnander irm R® 2
Bestimmen Sie geeebehen.{:cxu.s thren Abstand mh‘:hi.].{:e ewner

e‘LhFuc_Hen Formel !

Wie ermitteln Sie die Scknl‘i:'}:mehae_ gnet allgemein ¢
Wann hat gN & genau ein Element ~ 2

Wie rechnen Sle nach , ob eire Gerade g Sekante  Tangente
oder Passarnte eciner Kugel st 2

Bestimmen Sie die Schn'd:tmeneel geaebenen‘:u.ll_s Schnittwinkel
oder Abgtand !

a) E4nE, B EnE, o €a0E; ) E,NE,NE, (Skizze!)

fur E,=(ARC) mit AQLE1-4), B(3IRI-5), C(-119]~10) ,
€, 1 bezlglich der P(#I512) und Q(-114]-5)
Spiegelbildlich Liegen i
£4: Q.x_1+xa_+3x3=0 :

Ein starrer Kérper rotiert um eine Gerade durch den Ursprung
mit der Winkelgeschwindigkeit

_ 1) 4001
> .
LW = (%) W ™ ( Frequ_ef\z SO HZ )

Der Punkt P(31213) sei der Ort eines Punktes des starren
Kérpers zur Zeit t=0 .

@) Beschreiben Sie die Bahn dieses Korperpunktes durch eine
geeignete Pura.me‘terdarstellung SIS

b) Wo befindet sich besagter Punkt zur Zeit t=0,0an
(5995 ; 999,995 4 ) 2

c) Bestimmen Sie die Geschwlnd‘nakei‘{: TH) und die
Beschleunigung @) dieses Massenpunktes sowie Lhre
Ba‘traae_ | und, 1R C14LE =14cm) |

) Gherprapen Ste rechnerisch , ob ‘{c_o.; ; ”-3&)-1?3(t)l"';ﬁ’(+)-|3(*c)l"1}

ein orthonormales Rechtssystem ist |




AL Die folgenden Probleme sind eindeutig Losbar . Tun Sie es !

a)

b)

<)

d)

Ad3 )

b)

c)

r} -5 ¥
“Zeigen Sie : i(g) i (_3),('%)3 ist linear unqb}w&nelg !
Ldsen Sie das LGS
Q.x.,—Sxa_'i'?x:, =41 A 3x_,+x1-lx3=‘|- A % =3x, +8Sx,=2 !

Welche Parabel Q.Ordnung geht durch die Punkte
A(-118) B(3143) ,C(-al18) 2

Eine zum Ursprung punktsymmetrische Parabel &, Ordnung
hat in O(0IO) die Gerade 8: ¥Y=7¥x als Tangente und
in WHIO) einen Wendepunkt .

Wie lautet Lhre Funk’cionsaleichuna e

O N 2
Zeigen Sie | dass die Vektoren 2,=(3), 2,=(2), 2,=(3)

eine Rasis von R3*? bilden !

Ermitteln Sie daraus eine orthegenale RBasis ﬂ;: ;E;;E‘;}

per Ansatz :
—y . -—y —_) - — — . - - —"
b, = a, A LQ_:= a, ~ b,,'r' A b3.= ua-b,"s-ba_"t t

Konnen Ste auch , und zwar mithilfe von b) | eine
ONR c:.r\aeben

Adl (Prin-zip des Ruckstrahlers )

Bel der Re{lexion eines Lichtstrahls an einem ebenen Spiegel

-

gilt aufgrund des Huygensschen Prinzips m
Etnfallender Strahl, Normale des Splegels und }
reflektierter Strahl liegen in einer Ebene ! >
Ewnfallswinkel & wund Ausfallswinkel o L Q?
sind gleich weit !

a)

b)

LA A

sf;:é"aéi
Ein Lichtstrahl mit Rick‘tu.nesvelctor S wird an einem
Spiegel mit Normalenvektor W reflektiert .

Bestimmen Sie die Richtung des reflektierten Strahls

un Abhanelal(ei‘t von 5 und W !

Ein Lichtstraht falle vorm Punkt AQIA1I3) ausgehend I.::'mas
der Geraden g ¢

S () () % ntro a cmaseran

T \3 -2/ V© - °

auf ein System pacarweise senkrechter Seiegel |, welche in den
drei Koordinatenebenen eines kartesischen Koordinatensystems
angebracht sind .
Ver({olgen Sie den Weg des Lichtstrahls und geben Sie ewne
Gleichung der Geraden an, @ntlang der der Strahl nach drei
Reflexionen das System wieder verlasst | Was fallt aul 2




AQS Gegeben sind die Matrizen
2 4 A -1 2 =
4= (258) e=(F1) we c-(329).

4
3
Berechnen Sie soweit moglich A-B | B-A | (A-B)

-

A-BC ,CB-24,, (A-B), A"

)
B",BMAT, A-(8+C)
(CA+BTY | B+ AT sowie A7 durch Aufldsung
der G[eiclﬁuna é'gf-’_la nach X !
A26 Berechnen Sie élléslé‘* ! Wie lautet vermutlich A"
Fur ne€N_ 2

@ A=(03) wA=(11) o a=(2

4 -
Al?F Berechnen Sie {Gr die Matrizen A= (% ::'i '3:) und

a b c
B = (; = 1) reelle Zahlen a,b und ¢, so dass die
© erste Zeile der Matrix

a) S5A-4B b) AB c) B-A genau (M1-214) ist |
Ad8 a) Ermitteln Sie per Amsatz A-X = 1, eine Formel [ir die
Inverse einer (2AxQ)- Matrix Al

b) Restimmen Sie die Widerstandsmatrix R des {:ol.genclen
Netzwerks , so dass WU=R' T (Ohmsches Gesetz)

und U T die Spaltenvektoren der gekennzeichneten
QuelLSpqrmunaen und (Ersatz-) Stremstdrken sind i

mithilfe der Maschenregel :
« Die Summe aller Spannungen in einer Masche ist O Volt !

Wie lautet die zuae\n'érlae

" u‘i elektrische Leitwert matrix
@) <& R 2
I_R?L Wie stark st der

elektrische Gleichstrom

d_u.r-ch d_en Wi.ders‘}:and. R

@ bei R,=R, =100 N
und Uy =2V Uy= 45V 2

Wie st er orcentiert

| . (Zeichnen Sie ein ) [4

2




AdY Lisen Sie das LGS Ax=b erst allgemein per GV, und dann {ir
die angegebene spezielle Inhemogamitat b auch zeichnerisch !

@ 4=( 1e=l}) © A=) o a-( 2).e=(3)

A30 Lésen Sie das LGS erst allgemein , und dann erst {ir die
unaeee\:ene Inhomoaeni.‘l:&f !

) Ak, + X —Wx3=10 b) dx,~ %3 =45 ) Lyt Xy~ Axa = 1
Sx +Ax, +Axy= + by, +3x3=33 Xq= Xy Fhxa=Q
Ex +ax,+3xy= & x, ¥ xy =12
d) 400x,~ 20x, = 40x; =300 e) X X3 X3 x4! 2 1 0 o
~30x,+206x, — 28x, =150 1. 1 4 314 060 0
~40x,~ 32xy + Y6 x, = 120 1 -1 4 2o 440 0
2 4 5 210 0 4 o
1 14 -3 -4l0 00 4

Wie lautet tn ¢) die spezielle L:‘Ssuna far x,=0 (x,= é) ¢

- A31 Bestimmen Sie via GJVv ..
a) J aus U=R-] nebst 8_4 in AQBL) !

b) die Losungsmenge des LGS : x .+ ax,—~5x, =0
Xt g+ dxy~5x, =10¢
x ¥ Axy+3x3=-Sx, = B¢

4x FAx+Yx;-20x, = Sc
n Abl’)anelal(eaf von cER !

. oF 04 o .
c) die Losungsmenae von (gﬁ- g:g 8:18)5 =xX abhangig von 2ER !
d) die Lésungsmenge des LGS Xt SxF Ixg + dx, = -4
TRy F Aty -y, = a-4

G, + ?-x_{""l’hxa-!- Alxy = -1
Ln Abhaneigkei:': von aER |

A3L Wheatstone’ sche Rriicke zur
Besﬂmmu.na des Ohmschen Widerstands R
(R, bekannt) per Variation von R; und Ry
bis V=75 !

a) Bestimmen Sie die Widerstandsmatrix R |
so dass U= R-3 , mithilfe der Hqsd-rEnre‘ael

und den drei gekennzeichneten Maschen !

b) Bestimmen Sie die Inverse R™* per GJV oder mittels Cramer -Regel |

c) Wie hidngt Ry von den lbrigen Widerstanden im Fall 14=J; ab 2
Wie groR sind Ry, 3,=3; fir R,=400 R=2AR, | R,=3R, R.=%1n
und U,=2V 2



Aufgaben (zu Hcd'rizenelelc\nuhaen , Zur \Uiaclerholuna)

1. Ldsen Sie folgende Malrizengleichungen nach X auf,

a) AX+2B=3(X+C) g XAB-A-XC=M

b) 2AX+ 3§=44(3;<—§) R) AXB=C

C) LAX-2B=F (X-C) ) 240 4 00
d) (%'L(T)T—ZQ'E-”.F 1 5 (4 g *) 2 (1 : 3)
e) 3_'/_:\.)_(4-{%-‘)_(—39: (X -C)+3B ) © 43_&4 o 400

) (XB)(ATXB) =1 Hox(3in=(i:)

AX+B=A

‘3. Bestimmen Sie die Lésungsmatrix X aus folgender Aussageform:;

1 3 2
XB+2AX=8B mtL B=|2 3 3

-3 -8 -6

4. L&sen Sie die folgenden Matrizengleichungen nach X auf:
a) A"X+ $X= 1(X+B)
b) 3X-(A+B*X =2C-C"X

1 0 -3 2 2
Berechnen Sie die Lésungen fur A=[2 3) , B= ( ? J . C= [3 )

2 (+2 2
5. Gegebenistdie MatrixA={-3 1| r-1| teR
{ -1 -2
Zeigen Sie durch Umformung der Malrizengleichung 3 Al X = Ayt - ArX
dass gilt: X=(314+ A%
und berechnen Sie diese Matrix X.

Fur welche teR gt A reauLlc'u- [

6. GEBELEn sind die Matrizen 4 -4 =9
4 -3 2 (4 410 __'-L_‘_'_:-)

a=(333),8=(3177) wa c=(§2 1]

( naduialich bt hier B C 1) "
B Vorandorn Sle A germgPigly , 7o dow Mo veguldr U wnd prifom Sia s AR=A-C
©) Reschreiben Sie | wann ke Matrix X vegular wf !
) Stimmk  (A+E)T=(EB+A) 2 Stimmd (A+BY= A2AR +E 2
£) Prifen Sie nach |, ob (AT =(ATY 7 (ir jede regulire Matrix A stimet !




A33 BRestimmen Sie det (A) | dat (B) , dat (-2 A) , dat (A +8),
det (A7) | det (A™") | dat (A-B) [ir die Matrizen

o)

A34 )

b)

c)

d)

A=(13 B=('1 -3) b) 1 0 -4 -3 0 -2
a o 1) + =" 4 4 A=|l2a 5 4) g={ 3 2 4
T \e1 5/'7 \18 4
1 05 3 2 0 -5 -3
|1 2 a 4 _[ 0 -4 -4 2 |
o o 13 4854 6O 4 o '
+ 0 2 -3 © o o 4
Wie andert sich die Determinante einer Matrix , wenn man eine

Zeie (Spalte) durch Addition eines (eventuell negativen)
Vielfachen einer anderen Zeile (Spalte) verdndevt 2
Berechnen Sie mithilfe der Antwert det(A) in A33 &) erneut !

Wie verandert Vertauschen zweier Zeilen (Spu.l'ben) einer Matrix
devren Determinantenwert 2

Berechnen Sie mithilfe der Artwort dat (B) in A33 b) erneut !

Die Cramer -Regel gilt sogar [dr beliebiae eindeutig lésbare
LGS mct n Gleickun&eh F&r n Unbekannte (nEMNJ,

Wie kann man damit die Inverse einer r-e,au.lé‘n-en Moctrix
mit n Zeilen und n Spalten gewinnen 2

Losen Sie die LGS Ax=c und B'x =¢ [ur beliebige
Inhomogenitat ¢ und mit den Matrizen A B aus A33c)

L) mithil{e von ¢) ! i) via Gg\/ !

Mt welchem Ver{ahren gel.unaen Ste schneller zum Ziel ¢

g A35 Bestummen Sie die {:olaenden Determinarten m&alichs't eesd-icld: :

4 2 4 1 ctla' 4 a a* 4 4 -4 2 3/ A4 cnl() 0 —pm(x)
1 3 3 1 b 2b 1 b b 12 a V32 4/; 4 -] | o
4 %16l 114 ¢ el V|4 ¢ 3| ' |2 g 2] 4 4 1] " nimlad 0 conla) '
-4 4 0 2 1 a o o0 4 a o' o 4 0 o a a-x) © 4
2 4 3 5 b 4 a o 1 5 bt b2 S 2 (6-x) 3
-1815|Db'1q|4°‘=lcal°°'1‘1 * 1
13 2 & 0 0 b 4 1 d d of a o a 4 & O (a-x)
4 O 0 0o a 14 00 0 © 0
o 2 0 0 a 4 4 00 0O
o & 3 0O a el 1 49 4 0ab I
c O 0 4 a 141 4 49 © 0
a a o a 5 141444 ©C

1144441

A36 Formulieren Sie den Entwicklungssatz von Laplace in elgenen Worten !
Gberprifen Sie ihn durch (wenn ndtig) 6 fache Berechnung von

41 2 3
dek [ 5 7 -11) !
43 1% 19



A3Y

A38

A39

A4O

Al

Reschreiben Sie die LT L€ R¥'x R**”

sle die darstellende Matrix M =
2 (51 59 9(19) i)
o (3 PRI (ed) WEY . hat !

Sind P und g 2wei Funktionen | so delinlert
(Leog)):= $(g(x)) eire Verkettung beider Funktionen .

anschaulich , wenn

Selen nun £ und 8 LTen mit den darstellenden Matrizen

con () - aim(ec) 3 o
ﬁe = (aim(nt) cm(u)) and Msz(o '1)

Geben Sie damit Funktionsoleichunaen wr cg und a°p an!
Sind auch die VErke’c‘ELuneenaLTen ?8 ‘E -e 9 9 p
Interpretieren Sie alle gerannten Funktionen geometvisch !

Bestimmen Sie eine m&alic‘nst ein{mche Fu.nkﬁcnsa‘.eichu.ne
Cin Matrizen{orm) {ar eine gleichfermige Drehbewe&ma
wm eine Gerade um dreldimensicnalen Rawm mit dern
Stutzvektor @ und der Orlentlerung o, = .

o o y
> ) v o
{ Hinwets : Verele‘u:lnen Sie dazu Kap.4.2.3 ) ) !

Wie mussen @ und @, gewdhlt werden . damut
Y = Pl) Llinear von X = p(Q) ubhane‘l: 4

Intevpretieren Sie geometrisch !

Fir eine LT QS R¥*'xR™ gilt ¥(5)=( X4 g

@) Wie lautet die darstellende Matrix M 2

b) Wie lauten die Bilder £(e;) der kanonischen Einheitsvektoren 2
©) Welcher Vektor T geht dabel in (@)=2T Lber 2

Gegeben sind die Ebenen E,i%x3=0 und Ea.: X, —%3=0 .

a) Beschreiben Sie die Spiegelung £ an €; (L€§4;23) durch
elne geeignete Funktionsg leichung in Matrizenlorm |

b) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen M von Piofy
und My, von Q50 9, !

c) Reschreiben Sie die Funktionen P und Py P,
geometrisch mithilfe ausreichend 1*¥a ¥
vieler Daten !



A% Mit Hilfe der Matrix D=7 (3 7 &) kann eine

lineare Trans{ormation £ erklart werden: y=D'x

-4
a) Ermitteln Sie zu den Vekteren G:':(}) und 'T;=(‘§'_)
die Bildvektoren ! Berechnen Sie
deweils 11, 12O 1) 12B)] sowie die Winkelweiten der
Winkel | die durch cdie Originalvektoren bzw. durch die
Bildvektoren gebildet werden ! Was fatlt auf ¢

b) Bilden Sie den beliebigen Vektor W5 ab , vergleichen
Sie 1% und 1 R(THI !

c) Revechnen Sie das Spatprodukt (QE)xDENsDEY) |
Reschreilben Sie hLLth.'Le LT '] eim"e.fvf‘..séh !‘P :

A43 a) Ldsen Sie das LGS - Xyt Ay + by + Ay

Iyt Fug + Ay + Xy = €3
X, = dxy= Vxy = cg
Sxet Qg+ 4 xy = ¢y
-3 -3 9
par ate ce1(2);(3);(3)7
-8 4/ ' \3
b) Gegeben st das LGS X,= xy ¥ Qx_a = 4
Xy T exg * ox, =-A
"‘3.)(_(“3)(1 +Fx, =3
T oXet X+ Xa +3Ixy =R
2"-1" Xqg— kg ‘Q.‘l‘x.‘_ = 4

(L) Fir welche t€eR ist das LGS eindeutiyg léshar 2

(i) Flir welche t€R ist die Lasunas'menae des LGS leer ¢

(W) Fur welche t€ R besitzt das LGS eine von einem frei
wohlbaren Parameter ubh&natge Lésung 2 Wie lautet sie ©
Legen Sle den Parameter so fest | dass eine Lésung
mit =4 aultritt | Wie lautet dann x 2

b 0 2 240 144
Atk Gegeben sind die Matrizen é=(g _%. ',3),§= 8%3 C= _': ::: :

a) Rerechnen Sie die Produkte B-C.CB urnd CC!

b) Berechnen Sie die Tnverse A' zur Matrix Al
©) Lasen Sie die Matrizengleichungen AX+B=C X =§-QQ J

Hinweis : Falls b) nicht gelost werden kann | verwenden Sie

in <) é_4=4_(g -: -3)
“lo 2 2

" O afR
d.) Kurm man at€ IR SO Wcﬂ'\leh \ d.uss die Mu‘trlx 12=c|. 2 K ~3
eine Drehuna darsteltt 2 243 4 -3

L33:a) A; 10,4, -2 i-d l.d]i 40 LY -9 i—d6; =152, -108; 49; 14g; 494 ©) “631"8,““'“03;8"““'53":1‘ SO%

t &3l
L34%:a) nicht B) -1 © gl . Verl. o € L35: 2;0; (b-a){c-ad(e-b) ; (;_4.“)(3_&)..oi.‘iol.cquz_mﬂi
A) o A osa-ny (2006 (oo le-a)d-ale-b)dbHA~) | 1-3atu (b Dle-61)
Al=-m| PR3 21 R =Aled 43 420 - 50 a™; 4 i
- -4n -2 38 /' ¥loe ok L36: a4

|



Zusatzawfgaben zur Wie derhotuna

vl v o
o oum w25 T §)4
- il =
o e Rincore T;'wp.cma:tlm ?Qlekax L
aﬂen.@an,.

a) Zue_n.m. Ste | doown .P R2ama Dr'ehu.na ot !
c_) ErmuttaQn Sie Or;-n.mﬁm«.m-ﬁ o, umel QDRDWWMN
(D’-G-EO(T["]) Aiernor ﬁ)bﬁouuna i

22 $3am Sia a) LAXIB =4(X-C)  b) (AXTI-X-B-3x <4
) AXB =cC ) (XR)-(A'XBY =4

Z3 £%an Sk die Matrizangluichung
@ AT +EX =4(X+B) 1) 3x-(A+B)x=ac-CTx
%Az(;‘_g l§=(—3'%.) mg:(-s‘ti !
L4 Rortimanon Sie N nose mak Du Qo dayy
Homer Schema s nuﬂtcﬂm;tnmhrmqmw J
@) L0 = b - FR,P - 4,55x + 03
b)Y px) = 8« - %xa‘— %x +'Qio"
) PG = xS+ 3F el 4
Hinwels zu @) @ WRier Hat P ganau 2wl wachiadana

reelQln Nul0 %2000 ¢ Qune doaroen,
-Q;.a.ai‘ e Intoroaf :]-Q.{""l‘S'E )




ALY Skizzieren Sie £ qualitativ fOr 2060 = .,
a) x° B cx® o) ~4+2x o) #-2x e) x* ) X3

i -
@ 6N R D P ) 6T ) —e Mkt
3 - - 3
2)*_4+x—5x°'+.1x?‘+3x‘* m) Xt dx -8 e A+45x-0,5x

x*-3Ax +2 2+ Ix + x=
k- (r+x) . 5
&) T mit ;_k >0 und 'r > 01 P <+ 4
B x xT+Ax+ X+ = A x3-6x*+12x -8
Cﬂ NE r) w2 = s) <2 — ) UL

A46 Bestimmen Sie mithilfe des Horner Schemas alle

Nullstellen von £ sowie p'(a) an der kleinsten Nullstelle o !
Faktorisieren Sie L) und skizzieren Sie £ qualitativ !

@) PO =x¥ -l +3x+ 2 b PO = xH 4B -4 0x> -3 + 256

©) £ ist ganzrational méglichst niedrigen Grades mit den
C Stdtz - ) Punkten B (-5]45552), P (=254, P,(0I) P,(H10),
Pe (2154 Po(4#14050) und R (BIAE3I54) .

Hinwels zu ¢) : Ermitteln Sie erst den Funktionsterm
mithil{e des Ansatzes

PO =+ (x-x) + cy(x=2 ) (x=x) + -

mit geeigneten Stellen X ( dern Stub=delle. ') !

ALF a) Ermitteln Sie eine ganzrationale Funktion § mdglichst
riedrigen Grades | welche P(-5186L), P (-2100, B, (01-6),
P3(110) und P(2]-4) enthdlt !
Ermitteln Sie N () nebst qualitativer Skizze !

B) P : y:x-4 soll fur xe EQ.,S'i3,Q.] guadratisch ih‘t'erpolter't‘
werden | und zwar mithilfe der Stit=zpunkte
Pl S1R(R5), P (25/9 1 pa5/3)) und P,(3210(3,2)) .
Bestimmen Sie die quadratische Interpolationsfunktion @y
durch ihren Term e{(x) ! Zeichnen Sie £ und !
Wie groR ist der relative Fehler des Naherungswertes
(2,3) relativ zum wahren Wert 2(23) 2

) P:y=2m{1+x*) soll im (x-) Intervall [4;2,57 durch
eine ganzrationale Funktion g dritten Grades mit den
Stdtzpurkten P,(11063) , &, (1251094, Pa (211,64, Py(2,511,398)
angenahert werden .

Ermitteln Sie g(x) | die Naherungswerte g,4) g6
und Lhre relativen Fehler (relativ zu den ,richt igen "
Werten P(4,1), pH,62)) in % bis aul =zwei glltige
Ziffern !




A4R Skizzieren Sie .2 mit .2(&)=S + C. gk far k>0 qu.ql'd:u‘l“n.v \

A4S

AS0

Welche Bedeutung haben die reellen Parameter C, 8,k 2

Ermitteln Sie durch Ableiten eime Diﬁerentlutalelchuhe,

der -p Ben&gf l

Geaeben ist das unten stehende Schaltbild .

o T

Gleichspannung W >0V die
Spannung U, eines anfangs (t=0)
ungeladenen Kondensaters mit
X0 der konstanten Kapazitat C

@| Hier wird nach Einschalten etner
,l
C

’-IZ

a)

b)

e)

d)

Bestimmen Sie die Werte der reellen Parameter a,b,c,
so dass £ die genannten Eigenscha{ten hat | Skizze

|
_ll u.baeerlq:en wnd (ideald gemessen .
Ermitteln Sie mi:l:hi.l{:e der Mc\.schenregel ewng
Differentialgleichung fir die Kondenscd:orqunhune Lo

i Abhangigkeit vor der Zeit 20 ma nach Einschalten

der Gleichspannungsquelle !

Hinwels : U.C="(Q:'— y Upg=R'T  und =%% =Q

Skizzieren Sie der Verlauf von We fir C>OuF

qualitativ in Abh&hglekei:t vonder Zeit t 20 mn !

Losen Sie nun die Differentialgleichung unter a) mithil{e
der Substitution £:=Uu-u, !

Zeichnen Sie Uu quantitativ {ir RC =4 ma und U=2V .
Nach wie vielen voilen Millisekunden (nach Einschalten )

st Ua299%-u 2

E

@) 6O = a- rep( ) mit Qi (PON =0 und P(ELiNeg 1
B) 203 = ae™™+2  mit BOHDED und R(SIRIED !

4 1,

c) GO = a amep(-bx®)  mit RERIgEIe R, Pam=-cTm
d) 26 = = mit P(Olog)ep P (cIDEQ |

1+ (& —1)- b
so dass PG fir immer groRere x-Werte dem Wert 6
entgegen strebt |



'L');ltz..e Aupsqbeu E)CP ILOS ml“ Mweuaa.uuseu

{4 Z Reshuume die .Hwen exdd wd dawn per Tasdrenrediner
T auf fdnl Nadidcommastellen gerwndetr | C Probe ?)
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82.)

B3.)

B4.)

(PT=p-58)

L)

B5.)

AUFGABEN

' anfgaben zur Vektoralgebra ( Abschnitt 3 )

. Y :
Im skizzierten Rechteck OABC mit c F

2(4/0) und C(0/3) sei P der Mit-
telpunkt von BC und Q der Mittel- o
punkt von 2AB. : . i '

R -]

Wie lautet die Komponentendar- . . .
— B
stellung der Vektoren 6_]_?', 0Q, o

i¢, OF 2

Ermitteln Sie die Koordina’tten-
darstellung der skizzierten

- b d ) =
Vektoren a und b. 1y /2

/ -
1 1/ i 1 x

L
Ty

Ein Vektdr T mit [T =7 und dem Anfangspunkt A(2/1/-1)

hat die Koordinaten rx= 2 und ry'=—3 . Bestimmen Sie

die fehlende Koordinate r, des Vektors und die Koordinaten

seines Endpunkts.

. . -+ i = T
Gegeben sind die Vektoren a=(2}3fJ0), B=(3])4]0),
2= (3} -1 }o )T Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch

= - - - > o+
a) a-c ; b) ¢-a: c) b-a-c .

An einem Verteilermast greifen
vier Krdfte an, die in einer
Ebene liegen. Ermitteln Sie
zeichnerisch und reéhnerisch
Betrag und Richtung der Resul-
tierenden izR= ?1 +?24?f3 +-ft4 3

Gegeben: 1?1|=380N, 1F‘Z|=400N, 1?3|=3oow, |?4|=440N

a=280°, p=120°, v =17°.

i




PR

RN

R6.)

Bs.)

- Ein Schienenfahrzeuyg wird gemis

Richtung wirkt ?

Gegeben: |§1!=700N, |f21=soori1, a,=60°, a

Lisung zeichnerisch und rechnerisch !

Skizze éezqgen mit

|§1i=200N, lﬁ‘zl = 400N ,

_ o) . o
a, = 45 o, (=) 30

=
1 F
Ein Wagen wird an drei Seilen - 3
gezogen. Wie groB miissen I§3I - 93
. T T T x
und a3 sein, damit am Wagen
.eine Kraft von 1000N in x- i.-’z

Ermitteln Sie die resultierende Kraft ?R und ihre Richtung

gegen die Schienen
a) zeichnerisch
b) durch trigonometrische Berechnung -

c) durch Rechnung in einem geeigneten Koordinatensystem.

Gegeben sind die Vektoren a= (-2} 3} 1 P:

B=(2}-3}-1

a) Berechnen Sie den Vektor o so, daB gilt: 23-—33==4B,

b) Bestimmen Sie die Einsvektoren in Richtung von a und

Zum Vektor a soll ein Vielfaches des Vektors b addiert wer-

-,

b.

den, so daf die Summe von a und AB auf o senkrecht steht.

Wie muB man A wihlen ?/

Geben Sie zundchst die allgemeine Losung an und berechnen

Sie A anschlieBend fiir die speziellen Vektoren
. 6 . 0 L /-2
a = 1 r h = 3 r c = &
1 -1 5

; T
Gegeben ist der Vektor a=(1}2]0). Bestimmen Sie alle

Vektoren ¥, flr die gilt

- -
aev = 0 .

Aufqﬂnn]?S

)

()

()



B11.) Gegeben sind-die Vektoren 3?-(2]
- ’ -
a

pl

a) Bestimmen Sie die Vektoren
(ﬁ) zugeh8rigen Einsvektoren. ) ]
b) Wie gros sind die Winkel o, = 3(3,%); ®,= ¥ (B; 3)

-

und ¢,= 3 (3,B) 2

c) Bestimmgn Sieﬁden Vekto; Ejmité v
= = 4 -~ = 3 =y
Hint : C'&E_': (8)= (‘ﬂo'lo)-r 1 ¢ =€, 7 (':’) umd k-‘-e&!

B12.} Im Punkt A gfeifen drei ERridfte an:
3 4 ' 4 -2y % 1
. = 3| N; = -2} N = 21 N,
_1 5 . . 2 -1 3 -2

a) Berechnen Sie die Koordinatendarstellung der resultie-

renden Kraft ER’ sowie deren Betrag.

b) Wie grof sind die Winkel o, = % (i‘R,i‘i) , i=1,2,3 2

(-) B 13.) Der Ortsvektor des Punktes P bildet mit der x—-hAchse einen
Winkel von 45° und mit der y-Achse einen Winkel von 60°;
sein Betrag ist 6; P liegt im Halbraum =z <O.

Bestimmen Sie die Koordinaten von P .

B 14.) Gegeben sind die Vektoren
3= (2b-3)-1), B=.(-3151-2), 2= (12007, d=(2j-1}oV.

Berechnen Sie die (Parallel-) Komponenten
—+ R - .
a-b ¥ ba r Cd r ac - '
1

B 15.} Gegeben sind drei aufeinanderfolgende Eckbunkte des Paral-
lelogramms ABCD mit A(-3/2/0), B(3/-3/1), C(5/0/2).

r—
e

Gesucht wird:
a) der vierte Eckpunkt D,
b) Lénge und Richtung der beiden Diagonalen AC und BD,

c) der Winkel zwischen' AC und BD .
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B 16.)"

B17.)

R18.)

B19.}

B 20.)

Ein Spat (Parallelflach) wird aufgespannt von den drei

Vektoren a, E,

lal =3
x(c,a) = 120°

I

IBI=€5,

IEI==2;

Bestimmen Sie folgende Gr&Ben:

a)
b)
c)
d)

=

.

b)

¥(23,B) = 120°

r

= 60° ,

c mit gemeinsamem Anfangspunkt O und mit

x(b,3)

die Lé&ngen der Fl&chendiagonalen im Parallelogramm (3,B):
Linge der wvon O ausgehenden Raumdiagonalen 8;

die
die
die

Welchen Winkel ¢ bilden die (sich in einer Ecke schnei-

=+ =

Winkel zwischen & und den Kantenvektoren a, b, 3;
: -+

Projektionen d_,d, ,d von & auf E,
: a’ b C

b,

c

il

denden) Fl&chendiagonalen zweier aneinander grenzender

Wirfelflichen ?

Unter welchem Wlnkel ¢ schneiden sich die Raumdlagonalen

eines Wirfels ?

Bestimmen Sie alle Vektoren % in der x

Gleichung erfiillen

Veranschaulichen Sie das Ergebnis in einer Skizze;

-

a -

-
=

= b

mit 2= (1}2f0)

,y—Ebene, welche die

e

und b =5, =

‘-7

b

wdhlen

Sie dazu den Koordlnatenursprung als Anfangspunkt der Vek-

toren. Verallgemeinerung ?

Drei Einsvektoren

1) —~ -5 ; .
(M, n liegen

in einer Ebene mit

¥(I,m) =30°,

Zeichnen Sie den Vektor

¥(m,n) = 60° .

a=T+27 - 38

und bereéhnen Sie den Winkel zwischen 2 und T.

Berechnen Sie folgende Ausdriicke:

a)

b)

>

X
b
1

(3B - Fx@+R) + (T+3-
x[3xRxD) + Fx8) «T + ¢

Aufgaben
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8 21.)

B 22.)

B 23.)

O

B 24.)

B25.)

R 26.)

Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
. - . T

a) (2a+D) x (2+2B)

-,

b) (R+B)y-[(@E+2) xB)

c) (+2B-2) - [(2-B) x (2-B-2)]

Gegeben sind die Vektoren 2 und b mit

o .

1Al =2, I1Bl=5, 338 =15

a) Welchen Winkel schlieBen die Vektoren u=a- 2B
v=32+2b ein?

b) Wie grof ist der Fldcheninhalt des von a und v aufge-

spannten Dreiecks ?

'®m und n sind Einsvektoren mit b 4 (fn',ﬁ') =30°.

a) Bestimmen Sie die Linge der Diagonalen des Parallelo-

gramms, das von den Vektoren a=2m+ H und B=m-2n

"

aufgespannt wird.

b) Welchen Winkel bilden die Diagonalenﬂ miteinander °?

)

¢) Wie groB ist der Fl&cheninhalt dieses Parallelogramms

2

Welchen Wert hat der folgende Ausdruck: (3-3) + (EIxB’)|2 =

Was folgt fiir die Vektoren 2 und B aus folgenden Aussagen ?
a) axb = O und a-B = 0

p) 1axbl =3B (a2 #8, B#0)

) (2-B)% =3%B2 (2#£8,B£3)

Bringen Sie folgende Ausdriicke auf die einfachste Form:

a) (32+5B-23) - (a-2B-42) ‘

b) (33+58-22)x (3d-2B-42)

78 | Aufgaben
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B 27.)

828.)

829.)

B 30.)

B31.)

i . v
Zerlegen Sie den Vektor =z in Komponenten parallél und nor-

mal zu B :
a) A= (-2f-1}2), B=(-5)3)49
b) a=(7t-2]2)", B =32 mit a(1/0/1), B(2/1/-1)

Welchen Fl&cheninhalt hat das Parallelogramm, dessen Dla—
gonalen durch dle Vektoren 3 (3914 -2 fr
3 (1} —3} 4) gegeben 81nd ?

Bestlmmen Sie die Normalen—Elnsvektoren der von a und b

aufgespannten Ebenen:

a) d=(31295) , B=(opaf-1)"
b) 3=(z}-1fofr, B=y(1}4a]-3)"

Gégeben sind die Punkte A(1/-1/2), B(2/1/3), C(4/0/1).
Unter der Wirkung der konstanten XKraft F= (1 P1g ?‘N be-
wegt sich ein Massenpunkt m von A nach B. Wie groB ist die
dabei verrichtete Arbeit [ Krafteinheit 1N , Liangeneinheit 1m],

a) falls sich m auf kiirzestem Weg von A nach.B bewegt ?

b) falls sich m von A nach B ldngs der Strecken AC und CB
bewegt ?

An einem Quader wirken drei
zu den Koordinatenachsen pa-
rallele Krifte.

2) Bestimmen Sie die Koordi-
natendarstellung der re-
sultierenden Kraft §R

und des resultierenden * MaBe in ecm
-
Moments MO bezogen aunf I§1I=100N, |$2|=150N' |§3[=120N

den Ursprung.

b) Wie groB sind Betrag und Richtungswinkel von ?R ?

; ¢~ arccon( 5 "'ﬁ?‘”
: &
(Wiukal wid- daw Achgen !)
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Ein starrer KSrper dreht sich ﬁit

' B 32.)
- der Winkelgeschwindigkeit w un' eine
'(“) durch' O gehende Drehachse; P sei
ein Punkt mit Ortsvektor ;P' Fiihrt
man den Winkelgeschwindigkeits-—
Vektor o in Richtung der Drehachse
(Rechtsschraube) ein, so erhdlt man
die Momentangeschwindigkeit des 0
Punktes P (Tangentialgeschwindigkeit): ' '
in der Form ‘
3, = Ex3,
a) Gegeben sind dle Vektoren w={(0}0} 1 ) [EEE 1 und
=({3t4] 2) [m] . Wie groB ist vPE’ Welche Richtung
| hat {r’P_? : '
b) Bei Drehung um die z-Achse mit ©, >0 hat der Punkt Q
(j) ' (1/2 /1) [m] die Tangentlalgeschw1ndlgke1t VQ mit
Ile-v-'Ssec. Ermitteln Sie o, und die Koordinaten-—
darstellung von vQ. ’
B 33.) Gegeben ist das Dreieck-AABC mit A(1/0/1), B{(-1/1/0) und
c(1/1/1).
a) Berechnen Sie Seitenlingen und Winkel des Dreiecks.
b} wie gréB ist die Dreiecksfliche ?
B 34.) Gegeben: A(-1/0/2), B(1/1/-3), c(0/3/2), D(2/-1/4) .
Berechnen Sie das Volumen des Tetraeders ABCD, sowie die
Flicheninhalte der Dreiecke, die das Tetraeder begrenzen.
() |
B35.)- Ein Tetraeder wird von den Vektoren o2 !6§',63 aufgespannt,
wobei die drei Vektoren in Richtung der Winkélhalbierenden )
zwischen den (positivep) Koordinatenachsen zéigen und die
Ldnge 2 haben. Wie Qrdﬂ ist das Volumen des Tetraeders ?
'
80 | Aufgaben
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Gegeben sind die Vektoren

-1 P {9 -
.g:(‘]O), B=(4), 8:(1‘) a —
3 =7 s/ €

Bestimmen Sie P9, r,s so, das
sich das skizzierte Vektordreieck

ol

bilden 1iBt.

f
]
!

Spannen die folgenden Vektoren den :m? auf ?

(21030, Z,=(130} -2, 3= (31111);

ful
I

a) 1

b) B.=(1312}07), B, = (112}—T By=(o11)2V.

1

Untersuchen Sie die folgenden Vektoren jeweils auf lineare
Abhingigkeit. Ermitteln Sie gegebenenfalls eine lineare Be-

ziehung zwischen den Vektoren. .

a) d=(2b-13)7, 2-(1)243)0
b) B, =(2}-af-5) B,= (-3t 6f9)"
c) 81=(1-}—21—3)T, Sy=(=1t1}2)" é3=(-11-10)"
d) d;=(2}-1/-3)T, d, = (1}2}13), dy=(1tof-1T"

Gegeben sind die Vektoren

3= (-14312)1, B=(2i-3)-0)T, 2=(-3j12]6]"

. &) Zeigen Sie, daf die Vektoren komplanar sind.

b) Zerlegen Sie @ in Komporienten nach 2 und B .

Gegeben sind die Vektoren o= (=1} 14 3;ﬁ- V= (2f{~-1}-1).

a) Wie muf man k wéihlen, damit der Vektor w= (4f-1]) k)
in Komponenten nach 4 und % zerlegt werden kann°

b) Wie lautet die Komponentenzerlegung ?

Aufgaben | 81




B 41.) a, DB, seien beliebige Vektoren. Zeigen Sie, daB folgende
Vektoren linear abh#nglg sind:

V,=B+23-238, ¥,-3+3-28, F,=3+B-22.

B42.) Gegeben sind die Vektoren
- 3 o 5 - -2 1
a=|4], B=|[-1), ¢=1{2}, d=[-11
2 0 -3 =1

a) Untersuchen Sie a i b g ¢ auf lineare Abhingigkeit.

b) Stellen Sie d dar als Linearkombination von a 7 B ' 2.

B 43.) Gegeben sind die Vektoren
Z=(1b1t2), B=(oti}-11", S=(itot1)"
a) Zeigen Sie, daB a G b g ¢ linear unabhdngig sind.

‘b) Zerlegen Sie V= {1}0} -1 ;T' in Komponenten nach a .

B'und 3.

B 44.) Am skizzierten Geriist aus drei

. z
gelenkig gelagerten St&ben ¢ .
hingt eine Last vom Gewicht =
G=19 kN . . = ——
Ermitteln Sie die Stabkridfte, A
d.h. zerlegen S5ie den Vektor X
g= (O}Oi—G)Tin die Richtungen A(3/0/0) , B(O/2/0},
SA,SE, SC. Welche Stibe sind c(0/0/1} , . S(2/3/2)

Druckstdbe (Zugstidbe) ?
R 45.) Gegeben sind die Punkte
a(1/2/4) , B(2/-1/3), C(6/3/-5}, D(-7/4/-1)
a) Liegen die Punkte A, B, C auf einer Geraden ?

b) Liegen die Punkte A, B, C,D in einer Ebene ?

82} Aufgaben
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5.2. Aufgaben zur Analytischen Geometrie ( Abschnitt 4)

R46.)

B47.)

B 438.)

R 49.)

8 50.}

Gegeben sind die Vektoren a= (3; 4 ) g b= (1;-2).
Bestimmen Sie in einem kartesischen O xy - Koordinaten-
system den Schnif:tpunkt P. der Geraden g, X =a+AB mit
der x-Achse und geben Sie eine Gleichung an fiir die Ge-
rlade =P die durch P geht und auf 9, senkrecht steht.

g 1
+

Die Gerade g geht durch P {1 /-3/2) und ist parallel zu

‘einem Vektor a dessen Richtung durch. die Richtungscosinus

cosa= cosPB= ;\/ 3, cosy>0 bestimmt ist. In welchen
Punkten durchstdBt g die Koordinatenebenen ?

Gegeben sind die Punkte _
P (-1/3/7), P, (-5/4/3), P(G/-S/—4)-

a) Geben Sie fur ‘die Geraden P‘IP2 o P2P3 o P3P1 jeweils
eine Gleichung in Parameterform an. '

b) Welche Winkel besitzt das Dreick AP1P2P3 ?

Zeigen Sie, daB sich die Geraden g und h schneiden; welche

Koordinaten hat der Schni-ttpunkt ? Wie groB ist der Winkel

zwischen g und h ?

a) gyt Ursprungsgerade durch P (2/-2/2)
ho:' {x=22-1, y=-2z+1} -

Gegeben sind die Punkte P1(—-1¥5/4) ' P2(4/3/2) -

a) Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden P1P2 5
b) Welche Koordinaten hat der DurchstoBSpunkt P3 durch die

X,y-Ebene ?
c) Liegt der Punkt P4( 4/1/2) auf der Geraden P1P2 ?
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g 51.)

8 52.)

R 53.)

B54.)

Gegeben sind die vier Punkte
-4

P1(-3/5/-2) ' Pz(j1/3/0) ' P3(3/0/2)‘ p P4(0/3/—1) .

a) Zeigen Sie, daB die Punkte ein ebenes Viereck bilden.

b) Wie groB ist der Flicheninhalt dieses Vierecks ?

c) -Wie lautet eine Gleichung der Ebene, in der aI{‘.le vier
Punkte liegen ? (Parameterdarstellung und implizite
Gleichung) )

d) Bestimmen sie eine Gleichung der Geraden durch
Q(-8/2/-7), die senkrecht steht auf dieser Ebene.

Gegeben sind die Ebenen

5 2 2 1 L [ 1 o
E.I: x=|0]|+p|l 3]+g| 3 Ez: x=|l0)+z| 1 }+s|-1
. _ 4 -1 -2 - 2 0 1/ .

a) Zéigen Sie, daB E, und E, parallel sind.
b) Wie grof ist der Abstand der Ebenen ?

Eine Ebene E geht durch Pé( 4/2/2) und wird aufgespannt
von den Vektoren 3=(3;2;_—2)T und B’=(1_;O;—1‘)T.
a) Ermitteln Sie eine _Gleichung der Geraden g, die senk-

recht steht auf E und durch Po geht.
b) Wie lauten die Koordinaten der Punkte auf g, die von

der Ebene E den Abstand d=6 haben? ;
¢) In welchen Punkten durchsetzt g die Koordinatenebenen ?

d) Welchen Winkel B schlieBt die Richtung von g mit der

. y-Achse ein?

Gegeben sind zwei Ebenen jeweils durch drei Punkte:

: P(1/-1/2) , P,(3/0/-1), By(~1/2/0) -
Q,(2/0/3) , Q,(0/1/-2), Q4(6/-2/6)

E
E

1

2:

a) Ermitteln Sie einen Richtungsvektor der Schnittgeraden
von E1 und E2,'sowie'ihren Durchstofpunkt mit der x,y-
Ebene. g

b) Wie gfqﬁ ist der Winkel ¢ zwischen E1 und E2?

L




t)

s,

AT e e Bt e g o

B 55.) Gegeben ist die Ebene E durch die drei Punkte
P {2/0/4) , P,(=1/3/5) . P3(1/4/2).
Ermitteln Sie die Gleichung der Ebene

a) in Parameterform ; b) implizit in Koordinaten .

1

B56.) Die Ebene E ist gegeben durch den Punkt P{0/3/1) und den
Normalenvektor n = (2; 3;‘1{( Bestimmen Sie den Abstand
+des Punktes Q(6/5/2) von E, sowie die Koordinaten seines

LotfuBpunktes § .

B 57.) Gegeben ist die Pyramide PQRS mit den Ecken P(3/0/0) ,
Q(o/5/0) , R(0/0/3) , S(0/-2/0). Skizze ! Wie groB ist die
Hohe h der Pyramide iiber der Grundfliche (PQR) ?

B 58.) Eine Pyramide hat die Ecken A(1/0/0), B(0/2/0), C(~1/-1/0),
D{0/0/2) . Wie groB sind die Winkel zwischen der Grundfl&che
(ABC) und ' ’

a) den Kanten (AD), (BD), (CD) ;
b) den Seitenflichen (ABD), (BCD), (ACD) ?

Skizzieren Sie die Pyramide in einem Koordinatensystem.

859.) Gegeben sind die Ortsvektoren a= (2;2;1), B= (4;3;0)%
a) Ermitteln Sie eine Gleichung fiir die Winkelhalbierende
der beiden Ortsvektoren a und b. '
b) Geben Sie eine Gleichung der Ebene E an, die durch die
Winkelhalbierende geht und senkrecht steht auf der von

a2 und b aufgespannten Ebene.

B60.) Gegeben ist die Ebene E: 4x+ 2y+ z - 16 = 0. Berechnen Sie:

a) Schnittpunkte Px'Py’Pz und Schnittwinkel (Neigungs-
winkel) ax’cﬁﬂ a, mit den Koordinatenachsen ;

b) Schnittwinkel B_ _,B. , B mit den Koordinatenebenen ;
xy' "xz' Tyz

c) Abstand des Ursprungs von der Ebene E .

Aufgaben | 85
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5.3. Ldsungen ..

1.
2.)
3.)
4.}
5.)

6c)

7.)

' 8.)

9.)

~10.})

12.)

13.)

14.)

15.)

86 IBsungen |

-

- —+ — - - - - —» — - .
B=27+37; o0=47+1,5]; AC=-47+33; 0B = -21+1,57

8l

= (-3;-5), B=(5;-2)7

ml

2 Lésungen: r =*6, Endpunkte _P1(4/-2/5) . P, 4/-2/-71)"

a) (-1;4;0)7 1) (1;-4;0) < (-2:2;0)"

224N, 3 (FFp) = (-} 41,6° (nach unten)

iy
]

T
1}

289,9N, wy = (=) 38,9° (nach rechts)

. n :
a) Mafstab etwa m_=100N/cm: IF | ~ 490N, a &~ (-) 7°

b) mit Hilfe von Sinus- und Cosinus-Satz: |§RI = 491,3N, o

[l
1
o
w
w
o]

<) x-Achse || Schienen: F_ .= 487,8N, F, = -58,6N

»

B'emerkung: Rechnung in Keoordinaten einfacher und sicherer ! Vor allem
dann, .wenn mehr als 2 Krdfte zu addieren sind .

-+ . ) T -)_-___1___ o . T —»=_—)
a) c=(-4;6;2) b) e, 1/1_4( 2; 3;1), e, e,
-+ = = s B )
Bedingung: (a+Ab)-c = 0. = A= - a:c/bc =1
~ = -+ 0 .
a-v = 0: vx+2vy=0 = v=(-2p:;p;g), P.a€ R (beliebig)

1

> = {3 Y A I o | w2

a) a+b—(3), ea—l—b—(l/ﬁ)'A a b-(_l), ea-b_(—l/ﬁ-
o B o . - a0® . .

b) ¢1=(p2=25,565 : (p3-—36,87 { cp1+(p2+(p3 90" ; Skizze!}

c) {CLla: cy=—2c ; [3|;3: c2+c 2:9; CY>0} = E’=(—Z;g) 0

x x g
T i '
F=(3;3:2)8, [Fl=/228; ¢=2,82", 0= 174,277 , @,=69,18°

P(3/2/3/-3)

-3 2
= 1 = 19 -+ - - =
ab__2(-5) : ba SN (-3) ; cd—dc—o, da cld
-2 -1 |
3 4 o = )
a}) a,b,c,d seien Ortsvektoren von A, B, C, D; dann folgt {Skizze!)
> 4 5 o L ;
d=a+c-b = D(-1/5/1)

b) AQ = (B:;-2;2)1, 3¢l =6/2; B0 = (-4;850), [BBI = 4/5 .

c) cosa = - 2/V 10 , a = 129,230

%




16.)

17.)

18.}

19.}
20.)

21.)

22.)

23.)

24.})

25.)

26.)

27.)

) 13,1 = 1381 - V@B -V3LEBEZ - vIT ;13- 1281 = 7 :
p) 1d1=|@43+31 = V27 = 3V3
c) cosa =-~—= o =95,52°; g=30"; y=-5474°

6V3

@ da_ = 13l =-1
) S cosa-—z,

Mo

-
F dc=|d|cos*(=3

db= ]3|c056=

;
(3 geeignet gewihlte Flichendiagonalen bilden
ein gleichseitiges Dreieck ! )
o
70,5 '

. @ = 60°

r W

a) cos @=

b) cos Y=

wr r\JjH

- " ' T
ax =5 folgt mit a=(1;2;0) und 2=(x:y;0): x42y =5
auf der Geraden mit

s. Bsp. 13 s.29]

Aus
Die Endpunkte aller gesuchten Ortsvektoren liegen
der Gleichung y= —-%k# % . [ verallgemeinerung:

P :

cos ¥ (2,1) = 0,807 = %(a,1) = 36,2°
a) -23+28 ; B) -%
a) 3(axb) b) =-(cxB) =-[(aB2o] o 3[3B2]
© - - = - - - =
a) cos¥ (0, v) = ——— ; .W.v = (a-2B)-(3a+2B) = 32’ -42-B-4B = ..
lullvl :
cos¥ (1,¥) = -0,899 ‘= ¥ (3,9 = 154,06°
b) A =-;— 9| ;  Txv = (2-2DB) x (32428) = 22x0 - 60%3 = 8 2xh
= A=4lzxgl= W0y 2
al I_a‘)""gl =_2119 i ];—EI = 3:90
(2419 + (a-B)
b) coso = i-—»-‘»__-f—T 0,B11 = o = 35,80
la+b]| fa-bl
) a=13xB] = I5oxm| =§
2 —
121%48 12
_’ ]

.
a) entweder a=3 ader B’:_o) (oder beisle Q)

b} ¥(a,B) = a5° c) a parallel b
a) 33° - 10B°+88% - 2.8 - 142.2 - 1682
- = - = - = d
b)] - 11azb - 10axec - 24 hxc N
W
-1,5 -0,5Y) 1 L4 E{ﬁf
al) 0,9 + -1,9 b) 3 1 + 7 -13 .
1,2 o,8 -2 14 .

Ib'sunggn 87
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28.) A=%|3 xd 1 = s5V3

O Ce
1 T 1 T
29.) a) t——1(-17;3;9) b) * (1:;2;3)
¥ 379 . Via . }
' 30.) a) F-s=|1] 2] Nm= 4Nm
1 1 : Die Arbeit ist
wegunabhangig !
- 1 3 1\ /-2 ~onang
L) )E'-sl+F-s2 = 1) 2]+ 1) 1 Nm = 4 Nm
1 -1 1 2
31.) a) Mit’{f-".i . ?i=513i i 1=1,2,3} ergibt sich
(=5 3 o e - . 3 5 5 -48
FR = T Fi = 1s¢ ] N ; HO = I (rixFi) = 44 | Nm
i=1 -120 i=1 -10

2 [a} s} g o]
b} I_FR] 216,56 N ; (Dx = 62,50 , tpy = 46,16, ({Jz = 123,65

-+ T m . - ; R _' .
32.) a) A (-4;32;0) sec - Vp liegt in einer Ebene senkrecht zur Dreh-
() . achse, tangential an den Kreis mit Mittelpunkt M auf der Drehachse -
und Radius pP=MP= Vx92+yp2 = 5m
E—y — -~ 3 - - ﬁ
b) [v I = loliz_ | sin ¥(w,.r. ) =w V6 XL =w - (Abstand Q - z-BAchse)
Q o : Q Z " z

=~ o =Vl . T B« = VB (-2;1;08 2

z T seg 0 Q sec

33.) a) #B=V6, BC=V5, GA=1; a=653° 8=24,1°, y=90°; p) A=3VS

ety ity
Shlay 7 2 196 Apnpe T3V s BAnan 2 395 0 Bpaep TVIS AABCD_GE
== ! = i —_— — — 2
35.) oA=vz{ 1}, 0B=vVZ|o), &=vz(1]|; v=1|(a&ER] =ivz
N 0 i 1
= + = = —_ = - - =
36.) P2 {(1xV105)/2; 9y, 2=Py 5 t; & 6 ; s=1
: B
37.) a) [al a, a3] = 0: Vektoren sind komplanar, spannen den R~ nicht auf ;
{) b} []-:.1 }-:»’233] = 2 # 0: nicht komplanar, spannen den R auf.
.- ’ ' -+ e i
38.) a) lin. unabh. {(nicht parallel)} b) lin. abh.: 3b1+2b2 =0
¢) lin. abh.: 28, +35,-¢, =0  d) lin. unabh. : ?
0 |
|
iy
39.) a) [;gg] = 0, also komplanar ; B) ©=5a+b If
- -
40.) &) Bedingung [Bvw] =0 = k=3 ; b) w = 2u+3v
41.) 1. Mogl.: [2:’1 32253] = (b+c-22) +{ (c+a-2B) x (a+b-28)} = ... = O

D 2.MBgl.: AV A VAAV. = (=2h +A.+A_JEd (A —=2i A 0D+ (A X -20)2=0
oo D A VAV TAGV T (mAA M A A (A =2h gy A B L
Bedingqung ist erfdllt far Ai =A2=A3= 1; alsc linear abh.

88 USsungm
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42.)

43.)

44.}

45.)

46.)

48.)

49.}

50.)

51.)

52.

47.}

)

+

-+ -+

) 1.M5g1.: Aa+ub+ve=0 besitzt nur die triviale Leg. A=p=v= 0.
-+ = - = = ' T
2.M5g1l.: [abecl =85 #0: (a, b, c) nicht komplanar, ‘alse lin. unabh.

- - = -
b) Gl.system d=pa+gb+rc hat die Lsg. p=-2,q=1, r=-1
- -+ =2 o
= d=-2a+b~cC
a) [23BS]l =-2#0 b) ¥ =-a+b+20

- —_— — —_
Ansatz: G=ASA+USB+vSC; ILsg.: A=4, u=9, v=-7 ; A,u>0: SA, SB

Druckstab, v<0: SC Zugstab, ‘
Komponenten: F, = (4;-12;-8), Fp= (-18;-9;-18) Fo= (14;21;7) [xn]

a) A_B', ac nicht parallel = A, B, C nicht auf einer Geraden

b) [A—ﬁE Kﬁ] = —-296 # O~ A,B,C,D nicht in einer Ebene. (m]
. ' - T T . 1 5

xp,=a - (ay/by) bx = 5; g, x= (5;0) +pn (2;1) bzw. yY=3x- 5

gll c1s15005 2 _-1/-5/0, R o (@/-4/1), B, (4/0/5)

X, .={ 314+x| 1], X, = 4 t+ul| -9 , x,,=1-5] +v a
124 5 -4 23 3 -7 A/ \n

= o -— (2] = o)
) = 74,057, % (P2P3Pl) 21,177, 4(p31=11>2) 84,78

i

¥ (PP,

a) 51(1/—1/1); Richﬁungsvektoi:en ;1= (1;—1;1)1: 1_;1 =-(2;_-2;1)T
= ¥(g.,n,) = X (3.,B) = 15,79°
By = Flgpehyl = x(a,by) =135,

) . ._. T . -
B) 5,(2/3/1) ; Richtungsvektpren 22= (2:3:1), 1':’2= (1:-1:1): @, =90°.

— T .
a) X = -O_P’lé-APle = (—1;5;4?--;- A (5;~2;-2); b) P3(9/1/O); ~ ¢} nein

— — '
a) [P1P2 PP, PE, ]l = 0; keine 3 Punkte auf einer Geraden
b} Fl&ache aufbauen aus zwei Dreiecken: AP1P2P3 , AP1P3P4 (PI'PZ’P3'P4

a _— T— —_—
bilden in dieser Reihenfolge ein Viereck, da: P1P2>(P1P3 4+ P1P3xP1P4)

A=%\/6

- — — —
c) Parameterdarstellung: z.B. :\:=_OP1 +AP1P2+uP1P3
= X = (=3;5;-2)+ A (2;-2;2)% 1 (6i=5;4)
i -, = -+ %
Allg. Ebepengleichung (implizit): (x-x,)-n=0 = x+2y+z-5=0.

1

' T
d) X = OB+vn = (=8;2;-7)+ v (1;2;1)

r
a) Normalenvektoren: ;1 = (-3;3;3)1: ;1)2= (1;-1;-1) ; ;:)1|l 32 - EI“ E,

k) E, implizit: x-y—-2z+ 1=0; Abstand PO(2/0/4) von E, = d=1/V3

: L)

gt Losungen | 89



1 .53.) a) ;=;0+ 1-(2:3) = (4:2;2?*‘)1:-?\(-2?1;-2;"

b) Bedingung: [A(axb)| =6 = X =%2 = { (0/4/-2), (8/0/6)}
) e) (0/4/-2), (B/o/6), (2/3/0)
8 cosB = % = B =70,53°

54.} a) Jeder Richtungsvektor der Schnittgeraden ist proportional dem Vek—

- = - T
torprodukt aus Normalenvektoren n,en von El‘ E2 : a=(4;-2;-1) .

‘O (z=0) 3 1
= ny(E/Z/O)

2

E;: 7x+10y+8z- 13

E2: X+ 21} - 2 =0
-+ -+ fa}
by @= ‘“El'Ez’ = &(nl,nz) = 34,17
55.) a) = 6§1+ J\P_IP'2+ IIPII-’3 = (2;0:4T+7\(—3:3:1T+11(-1;4;~2-)r (*)

b) 1.#48gl.:. X,y aus den drei skalaren Gln. (*) eliminieren.
2. M5gl.: Koeffizienten vom x,y,z in der Ebenengleichung sind Koor-
dinaten eines Norm:illenvektors; Absolutglied bestimmen aus Punktprobe.
. Erg.: 10Ox+7y+9z-56 =0
) '
' 56.) a) (Ec’-;EP)-'ﬁ=o s 2x+3y+z-10=0
Koordinaten von Q in Hesse-Form eingesetzt: d = 19/m = 5,078

23 13 ., 9
A A TR AT
57.) Ebene (POR): 5x+3y+5z2-15 =0 ; h = 21/V59 = 2,734
58.) a) si = 2~ o a, =63,43° b) cos B, = ~i= = B.=6591°
: mey T s 1- "% 1 Vg 1 ’
1 o) 1 [=
sin a, = — = qog.= 45 cos B, = —= = B.,=72,45
2 vz 2 2 V11 2
. _ 2 _ o ! _ o
sin c:3 = Ve e @y =54,74 cos 53 -—m = 83 77,40
59.) a) Richtungsvektor: ;;=g +g ; Gl. der W.halb.: ; =2 (22;1‘3;5}-r
2 - =+ = - - - T
b) E durch O, aufgespannt von n=axb und w: x = p(=-3;4;-2) +v{(22;19;5)
(‘ ) 60.) a} Px(4/o/o), Py(O/B/O), Pz(0/0/16)
sina = —— = o =60,79°; a =25,88°; ¢ =12,60° '
X T X Y z
1 o o o
b cos = —_— = =77,40 ; = 209,217 ; B =64,12
) BXY Va2l BXY ! Byz Xz !
Beachten Sie: o + B = 900, usw

¥z

d) Koordinaten von O in Hesse-Form eingesetzt: 4 = 16/v21 = 3,491

ot oo ST o R e B
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VI Aufgaben

1 Matrizen 1
Aufgabe 1 C/L? A2 .2005 )

Berechnen Sie die Matrix X aus folgender Gleichung

(o)={G0) -3 (22)

Aufgabe 2

Ermitteln Sie X und Y aus folgendem Gleichungssystem

sx—y=(19), ixey=| %3
01 -10

Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Matrix A(3,5) mit den Elementen

t—1 fir 1<k
Qik = ] o .
t+1 fir ¢>k
Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Matrix A{“), deren Elemente a. folgende Bedingungen erfiil-
len:

1 fir 1=k
2 fir 1=k—2
Qi = .
3 fiir i=k+2
4  sonst
Aufgabe 5

Die Elemente einer (3, 3)-Matrix sind gegeben durch

ai = (i—3)(2k—4) {firi=1,2,3; k=1,2,3)

3
Berechnen Sie s = Y @qn
n=1

()

()

)



() 8o VI

Aufgaben

866 Aufgabe 6
Gegeben sind die Matrizen

o) .
a=(1]: 2=(123)s e=(33})

3

2 23 1 -4 -3
D=| 1-10]|; M={] 1-5-3

-1 21 -1 6 4

Berechnen Sie, falls méglich, folgende Matrizenprodukte

a) A-B b) BrA ) AC d)C-A4 e A-D
() HDA gBC hCB )BM kMB
| ) D-M m) M-D ) A 0) B p) C*

6% Aufgabe 7
Bestatigen Sie die Gilltigkeit des Gesetzes (4-B)T = BT - AT fir

2 1 -3 L4
A= , B =1 -21
3 -1 -2

30
ik Aufgabe 8
a) Schreiben Sie das Gleichungssystem in Matrizenform

o911 + 2329 — z3 = 1
2z + dxq =
- 3222 + 2333 = —4

{) b} Gegeben sind die Matrizen

2 -3 3
A= -1 5 ; =12
1

0 4

o

Schreiben Sie das Gleichungssystem' A -z = b ausfiihrlich an.
869 Aufgabe 9

Zeigen Sie: Zwischen den Matrizen ( Pauli - Spin-Matrizen )

01 0 —j 1 0
S = 'S = . =
- (10) - (-’f 0) o (0—1)
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1 Aufgaben zum Kapitel Matrizen 1 81

bestehen die folgenden Beziehungen (E ist die Einheitsmatrix; j ist die imaginire
Einheit mit der Eigenschaft j2=-1)

a) 8-Sy =785 b) S,-8,=-7-8;; C)§f=§2=&2=ﬁ

)

Aufgabe 10
Gegeben sind die Matrizen
1 -2 3 4 2 1 2
2 -1 -
C, = 3 ¢ . C, = 0 3 -3 _
-2 p 3 1 -4 0 1 ()
0 1-5 0 1-2 0 '

Bestimmen Sie das Element da; der Matrix D = ¢, -,

Aufgabe 11
3 - 0
Gegeben sind die Matrizen A= 4 ; B= .
1 7 0q
Welcher Bedingung miissen die reellen Parameter p und g geniigen, damit gilt
A-B=B-A7
Aufgabe 12 A= (Cf’” Sm”’) oAt =2
sinz —cosz
: 10 .
Aufgabe 13 A= = A’ =7
a1l (
00 =
Aufgabe 14 B=|0yo0 = B? =7
z 00
Aufgabe 15
-1 ’
Gegeben ist die Matrix A = ( ? ) . Wie muss man die reellen Parameter
q —

Aufgabe 16
Fiir welche Matrix B = (by) gilt

2 (3)=(2) w2 (2)-(2)

§
4
£

e

1



82 VI Aufgaben

EW_ Aufgabe 17

1
Wie muss man den Parameter ¢ in der Matrix A4 = ( ¢

) wihlen, damit die
c

Gleichung z2 — 12zy +y? = 72 durch die Matrixgleichung ( Ty ) A ( o ) =72
Y

dargestellt wird ?

2 Determinanten

qug Aufgabe 18

Welche Werte von =z, y, z erfiillen die Gleichungen ?

(’) b y249
a) ¢ =0 ; b) | y23|=0
b c¢c—z
111
3 1 0 100
|| -4-1 0f-z-f010]]|=0

4 -8 -2 001

E?S Aufgabe 19
Berechnen Sie die Determinanten

i 1 log, b o Lo
sina cos
a) “ ) “ b) 1 Ogl“ c) 0 -z -1
- ne
coscx si 0g), @ .
{ }% Aufgabe 20
Berechnen Sie die Determinanten
17 1 =3
b2 5 14 3 2 18
a) | 3 -4 7 b) 1o 1o
. -3 12 -15 ,
-4 2 0 1

88/{ Aufgabe 21

Berechnen Sie die Determinante D =

e¥ +e™F g —e "
et —e™T ¥ e "
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3 Aufgaben zum Kapitel Lineare Gleichungssysteme

83

Aufgabe 22

e 1 -1
0 3&™ e =
0 e e 2%

Aufgabe 24

1
a) Z) =0
0
Aufgabe 25
Gleichungssystemns

—~6z + 4y =
Aufgabe 26

a) 2z — 3y =
3T + y =
T + 4y =

9z — 6y = p

=07

Q11 Q12 Q13
A= az1 a2 da3

a3l Qza Q33

6
9
3

3 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben ist die allgemeine (3, 3)-Matrix

Bestimmen Sie A4 -z; fiir folgende Vektoren

0

0

Formulieren Sie das Ergebnis in Worten!

b) 2z — 3y
T + 2y
r — oy

D)z =1 1] ;¢ 2=

=6
= 4
=5

e

Wie muss z gewihlt werden, damit folgende Gleichung gilt

()

Aufgabe 23

Losen Sie folgendes Gleichungssystem mit der Cramerschen Regel
cosa-r — sin@-y = a
sin¢-z + cosa-y = b

Fiir welche Werte des reellen Parameters p existieren Ldsungen des

Schneiden sich folgende Geraden in einem Punkt? (Rechnung und Skizze!)

O

T
R T TP T T AT ey Ty
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)
&} Aufgabe 27

Wieviele Ldsungen haben die Gleichungssysteme?

a) 3r; — 4zy + 513 = 1 b} 3z, — dzo + Sz3 =
)y — 3zs + 2.’23 =1 a5y = bzy + 4z3 =
2z, + 239 + z3 = 1 20y + 210 + 3 =1

c) 3y — 4dzg + Sz3 = 1
zy -+ 8112 — 3223 =1 [
2z + 230 + x93 =1

[RCX Aufgabe 28 ( A% 4?.05)
(Gegeben sind die Matrizen i

() 11p 1
A=|1p1]|; b=]|p
pll P i

Fiir welche Werte des reellen Parameters p ist das Gleichungssystem A-z =)
16shar? Wie lauten jeweils die Lésungen?

58 Aufgabe 29 (4% . 42_ o57)

Lésen Sie das Gleichungssystem

Z1 + I3
T2 + T3
T3 + T4
T4 + Tj

Bl
O 0o oo

I —~ Ig =

E'SO Aufgabe 30 (4?""(2 _OS‘)

a) Welcher Bedingung miissen p, g, r geniigen, damit das lineare Gleichungssystem

A-z=2>0 mit
2 -1 3 P
' A=} -1 2 -2|,; b=1] q | l6sbarist?
1 4 0 T

b) Welcher Wert ergibt sich fiir r, fallsman p=1 und ¢=0 setzt ?

c) Wie lautet die allgemeine Losung fiir die speziellen Werte p, ¢, r aus Teil b) ?
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Aufgabe 31 .

Fiir welche Werte von pist Az =0 nichttrivial 15sbar?

321
a) A= 111
21p

Losung 7

Aufgabe 32

b} A=

(?(?,/(2- o5

(2-p)

2 (3-p)

3

3

‘Lésung fiir p=2 7

2

3
4

3
—(1+p)

Fiir welche Werte des Parameters a hat das Gleichungssystem
=1

zT + y - =z
2¢c + 3y + az
z + ay + 3z

a) keine Lésung, b) unendiich viele Losungen, c) eine eindeutige Lésung ?

Aufgabe 33

3
2

Gegeben sind die linearen Gleichungen

6y1 — Sy2 =

-2 + 3y2 = 2z + 3Ty —

21 = Y1 — 2y +

z3 = 4y

Il

Z3 21

4z ~ 5z2 + 323 — 8

+ 1

3
1T1

+

Iz

z3 + 4

+%273+

+ 213 -

a) Zeigen Sie, dass die Gleichungen in Matrixform

Ay=Bz+a; z=Cy+Dz+b

geschrieben werden kénnen. Wie lauten die Matrizen A, B, C, D und die

Vektoren g, b 7

= b3 W

b) Bringen Sie die Gleichungssysteme in die Form z=Rz+¢

¢) Fiir welche z-Werte ergeben sich die z-Werte

21=1,22=0,23=0?

()

()
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Bg(( Aufgabe 34

Bestimmen Sie die reellen Parameter p, ¢, r so, dass die Matrizen

p2 1 p 0 -2
M= -11 —q und N=| -21 0
r 0 r -20 r

die Gleichung
2MT+N)—(NT+3E) =0 ( £ ... Einheitsmatrix )

erfiillen.

@ gg_ Aufgabe 35

Berechnen Sie die skalaren Gréfen r, s, t aus der Matrixgleichung

O rE+s A+t A*=0

mit E = 10;.41.= 2_6;Q= 00
01 3 =7 00

E% Aufgabe 36

a) Berechnen Sie die Matrix X aus der Gleichung 4 X = B mit

A= 25 und B = 4 —6
13 2 1

b) Berechnen Sie die Matrix ¥ aus der Gleichung ¥ -C =D mit

ce(27) w0 2 ()
gs}Aufgabe 37

{ }  Ldsen Sie das Gleichungssystem

5 + 2y + z = 4
-z + y+ z=20
—3r — 2y + 22 =7

a) mit der Cramerschen Regel,

b) mit dem Gauf-Algorithmus,

¢) durch Matrix-Inversion mit Hilfe der Adjunkten. ("3 nvers ev\.Co rme [ )

Vergleichen Sie den jeweiligen Aufwand!
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Aufgabe 38
a) Gegeben sind die linearen Beziehungen (Transformationen)

z=Ay ‘y=8-z :

Dabei seien A und B zwei regulire (n,n)-Matrizen und z, y, 2 n—dimensionale
Spaltenvektoren. Ermitteln Sie die Matrix C der linearen Transformation

z=0

b) Fiihren Sie die Berechnung aus Teil a) durch fiir die Transformationen

yi = 2 — Z3 T =% + V2
Yo = —21 — 22 Iz =
Aufgabe 39

a) Essei A =diag(a:) eine Diagonalmatrix der Ordnung 3 und z eine (3, 1)-Matrix
(ein Spaltenvektor) mit den Elementen z,, T3, z3. Berechnen Sie den Ausdruck
¥ A-z.
b) Wie kann man den Ausdruck e1171y1+a2222y2+0a33Taya in Matrixschreibweise
darstellen?

Aufgabe 40
1 0 0

Zur Matrix S=| 0 -1 0 soll eine Matrix A gefunden werden, welche die
0 0 -1

Bedingung A-S = S - A erfiillt.
a) Wieviele Zeilen und Spalten muss die Matrix A haben ?
b) Folgende Elemente der Matrix A seien gegeben:

ann =1, @ =2, 633 =3, asz =2, a3 = —4
Berechnen Sie die {ibrigen Elemente von A und die Produktmatrix P=A-S .

¢) Fiir welche Zahlen A hat das lineare Gleichungssystem P-y = A y nichttriviale
Losungen 7 ( y ist ein Spaltenvektor mit den Elementen y, y2, Y3-)

Aufgabe 41

Ein Losungsvektor des Gleichungssystems
T + v -z = 1 )
2 + Ty 4+ 2z = 3 ist -3
z + 2y 4+ 3z = 2 1

a) Bestimmen Sie den unleserlichen Koeffizienten.
b) Geben Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems an.

N )

A = - ———— b e e .

()
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B/loz Aufgabe 42

-1 —4 2
Untersuchen Sie den Rang der Matrix A= 1 -24
k-33

in Abhéngigkeit vom reellen Parameter k. Was bedeutet das Ergebnis fiir die Los-
barkeit des Gleichungssystems A-z =0 ?

P53 Aufgabe 43 :

Bestimmen Sie den Rang der beiden Matrizen

12 4 ~12 4 -3
A=| 335 2 und (4ib)=| 35 2 —2

51 ~6 51 -6 4
b.

O und diskutieren Sie die Lésbarkeit des Gleichungssystems 4 -z =

c@«fa(f Aufgabe 44

Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen

123 1 -26
a) A=]231 b) B=(2 41
312 3 27

B‘(QS_ Aufgabe 45
Bestatigen Sie die Giiltigkeit der Rechenregel (A-B)~' = B~!. A~ fiir die Matrizen

a={ 12} L4 (02
-1 —4 1 3

g{c(‘ Aufgabe 46
Ermitteln Sie die inversen Matrizen durch elementare Zeilenumformungen:

S 1 1 -1 1 -2 1
a) C=]2 1 o0 b) D=| -2 -1 3
1 -1 1 1 3 -1

9 Anwendungen ,

[A0F Autgabe 47

2
Gegeben ist die Matrix M = (0 g)

25 ikt v e Sk ¥
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a) Welche Eigenschaft hat die Abbildung z* =M -z 7

b) Ermitteln Sie das Bild des Dreiecks mit den Eckpunkten
A(1/1); B(4/1); C(3/2) unter der Abbildung z* = M -z .
Skizzieren Sie Dreieck ABC und Bilddreieck A*B*C*

[

4Aufgabe 48

3 3

3 -5/
Untersuchen Sie das zugehérige Eigenwertproblem A-z = Az in folgenden Teil-
schritten:

a) Schreiben Sie das Gleichungssystem ausfiihrlich an. ()

Gegeben ist die Matrix A =

b) Ermitteln Sie die Eigenwerte A;, Asg.
c) Bestimmen Sie die zugehérigen Eigenvektoren z,, z,.

d) Zeigen Sie, dass diese Vektoren aufeinander senkrecht stehen.

Aufgabe 49

Die Matrix B besitze die beiden (einfachen) Eigenwerte A} = 1 und Ay = —1 mit
den zugehorigen Eigenvektoren z; = (1, —1) und z, = (1,1). Wie lautet die Matrix
B7

Aufgabe 50

Im skizzierten Netzwerk : e ==
sind die Widerstinde Lo R
Ry,Ry,.. Rs und die = I '
Spannungen U;,U; ge- ?Il l 2
geben. Stellen Sie mit L —4
Hilfe der Kirchhoffschen - b
Regeln ein Gleichungssy- & R

'R4 I3 J

stem fur die unbekannten Ry
Stréme I, T, Is auf ;
und ermitteln Sie diese -
Strome.

Rs l

6 Ergebnisse

33 1 5 6 1 2 9
1 = = — o Y=_.
) X (—31) 2 X 11(—2 1)’ = 11(—3 _4)
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90 VI  Aufgaben
200 1424
4142
A= | 4) A= 8) s=4
3) A i 2 i S )
4341
246
6) a) [ 123 b) (13) c) existiert nicht
369
: 15
d) ( ) e) existiert nicht f) 1
9
3
g) existiert nicht h) existiert nicht i) (D 4 3)
100 100
k) existiert nicht 1) 010 m) 010
001 001
n) existiert nicht 0) existiert nicht p) existiert nicht
3 8 9
q) 1 3 3
-1 -2 -2
7)  Beweis durch Einsetzen
5 2 -1 T 1 22y — 3z = 3
8) a) 2 4 0|z | = 0 b) —z; + 525 = 2
0 -3 2 T3 -4 4:122 =1
9) Beweis durch Einsetzen 10) do3 =8 -3¢ 11) p=g¢q
zz 0 0
1 10
12) A% = 0 13) A° = 14) B*=| 042 0
01 6a 1
0 0 z=z

18) {p=1, ¢=-1} oder {p=-1,¢=1}

16) g:(l 1) s 17) c¢= —6

0 -1

()

-



O

()

e

6 Ergebnisse der Aufgaben ' 91

18)

19)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

a+ca+/(a—c)?®+ 4b2
2

C) Z12 = 1, 23 = -2

a) Tia= s b) m=2y2=3;

v

a) 1; b) 0; ¢) —2z 20) a) 144; b) -315 21) D=4
z=1In3 23) z=acosa+bsina; y=—asina+beosa

an 12 G13
a) z=|an |; b) Z;=|anl|; ¢ z=| ax
a3y Qaz a33

Multiplikation mit den “Einheitsvektoren” liefert die Spalten der Matrix
Losungen existieren fiir p = —3; alle Punkte der Geraden 3z — 2y=1

a) Schnittpunkt S(3/0); b) kein gemeinsamer Punkt

]
a) eindeutige Lésung (2 ; —% —--17—1) b) keine Lésung
4

1
c) unendlich viele Lésungen z.B. (—2t + 5 t;2t— ?) , teR

p = —2: Widerspruch, keine Lsung
p=1: coviele Losungen (1-A-p;u;A), \,u€R

(p+ 1) 1 p+1)
p+2 ' p+2°  p+2

p#1,# —2: eindeutige Losung (

£=(\, =X, A, -A,\); AeR
2/3 —4/3

a) Zp+3¢-r=0; b) r=2 ¢) z=(1/3 | +2A 1/3 |, AeER
0 1

a) p=0:z=(A,-222); MeR

b) =2, ppg=1. p=2— §=(A,2A,3)\)T; AER

a)a= -3 b) a =2 (co'Ldsungen, r =2) ¢) ae R\ {-3, 2}
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92 VI
I Z
33) a) z=|z3 |; y=(y1); z=| z | ;
- Y2
I3 Z3
3/2
Q=(_8); b=(—2 ;
4
1l
A= 6 —5 . B= 4 -5 3 :
-2 3 -2 3 -1
1 =2 3/4 0 1/2
=10 4)|; D= 01 0
2 0 1/20 2

1 2 =21 —1
— Z9 = -2 50 + 2
23 1 03 -2

c) z —E' T ——3' _ U
1713 MTT3 BT

35) r=4)\, s=5\t=X AER

36) a) £=A“1-§=(§—2:); b) _K:Q-Q_‘1=%(_4 :

37) Lésung: z=1, y=-2, z=3
Rechenaufwand bei b) am geringsten, bei ¢} am gréfiten

=(B"-A") -z

38) a) z=(4-B)!.

-1/2 1
~1/2 0

it
[l

2

39) a) anz? +anzld + ez,

b) z7-A-y oder yT-A-z

—

()

)

e
‘
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40)

41)
42)

43)
44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

a) 3 Zeilen, 3 Spalten

1 0 0 1 0 0
b) A=|0 2 -4|; P=[0-2 4

0 -2 3 6 2 -3
C) /\‘121; )\2'3=%(—'5i\/—3_3)

_ 0 5
a) a2=3 b) z=|1|+A| -4 |; XeR

0 1

RgA=3 fir k#0; RgA=2 fiir k=0

Rg A= Rg(A4;b)=2; Glsystem lésbar, co viele Losungen

RgA=3; RgB =2

2 4 1 5
A-B= = (A4-B)1==.
A-B (_4 _10) (4-B) = (_2 >

ool 3 2) 1

10 1 . 8 -1
Q"1=5 -22 -2 | Q‘lzﬁ -1 2
-3 2 -1 5 5

a) Streckung von O aus mit dem Faktor 2
b)  Bilddreieck A*(2/2); B*(8/2); C*(6/4)

b) Eigenwerte A\; = 4; Ay = —6

c) Eigenvektoren glzp-(B); §g=p-( ;>, PeER

d} Skalarprodukt zf -z, =0

o ( 0 —1)

-1 0
I = —[R4U1 + Rs(Uy + UQ)] / D
Iy=—[Rs(Uh + Us) + (R, + Ry + R3)U»)] / D

.[3 = [(R1 +R2 +R3)U2 - Rqu] / D
mit D = (Rl + Ry + Ra)(R4 + Ra) + R4R5




|
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6 Matrizen

6.1 Bezeichnungen

+
.

Eine (m,n)-Matrix A ist ein rechteckiges Zahlenscherria, das aus m.- n Zah]
— Elemente genannt — besteht, die in m Zeilen (Zeilenvektoren) und n Spgff
(Spaltenvektoren) angeordnet sind: i :

ajx - din
: . 1<

A= = (aj;), 1<j<n -
Gm1 " Gmp

Das Element a;; steht in der i~ten Zeile und in der Jj—ten Spalte.
i heiBt Zeilenindez und j heiBt Spalteninder,
m heiBt Zeilenzah! und n heiBt Spaltenzahl der Matrix A.

M6.1 1 -1 ist eine (3, 2)-Matrix aus 3 Zeilen und 2 Spalten,
i A= 2 3 esist 2.B. as; = 2, a13 = -1,
—4 5 die zweite Zeile (der zweite Zeilenvektor) ist (2,3). © 0=
B=(1-12) ist eine (1,3)-Matrix!? aus 1 Zeile und 3 Spalten.
C= ( _? g ) ist eine (quadratische) (2, 2)-Matrix.
1 3 0
D=3 -2 —d ist eine (symmetrische) (3, 3)-Matrix.
0 -4 0
0= ( g ((]) g ) ist die (2, 3})-Nullmatrix.
| — 1

Sind alle Elemente von A gleich 0, so heifit A eine Nullmatrix, Bez.13: O.

Ist A = (a;;) eine (m, n)-Matrix , so heiBt die (n, rn)-Matrix AT := (aji) die zu
A transponierte oder gespiegelte Matrix. Es ist (AT)T = A.

AT geht aus A durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten hervor.

—

6.2 Zu A, B,C, D, O des vorigen Beispiels bilde man die Transponierten:
T
1 -1 1
AT = 2 3 = S e , BT=(1,-1,2)T = [ -1 Ee
-1 3 35 ! i
—4 5 % ."iss.:_
o i 1 3 0 00 e
[ 0 -4 0 00 | i

2Statt (1 — 1 2) schreibt man auch (1,-1,2).
13Gchen Zeilenzahl m und Spaltenzahl n nicht aus dem Zusammenhang hervor, miissen sie
angegeben werden!

)
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4 Euklidische Vektorriume

Beispiel 9 Sei T: R®— R® der lineare Operator, der jeden Vektor um d
Winkel § im Uhrzeigersinn um die z-Achse rotiert, dann an der yz-Ebene spiepelf L 8
und schlieBlich auf die xy-Ebene projiziert. Man bestimme die Darstollungs:8

matrix von T,

Lasung. Wir erhalten T als Komposition
T=TcoTpoT4 = Tcau,

wobei T4 die Rotation um die z-Achse, T die Spiegelung an der yz-Ebene und ;
T¢ die Projektion auf die xy-Ebene beschreibt. Nach den Tabellen 4.3, 4.5 und g

I"Jbungen zu 4.2

4.7 sind .
() cosd —sind 0 -100 10 0]
[T4] = | sin® cos® O, [Tal=| 0 1 Of, [TgJ=]0 1 0 :
0 0 1 001 00 0] &
also ergibt sich nach (22) =0
[cos# —sind 0][1 0 0)[-1 0 O
. CBA= |sinf cos@ O[[0 I 0O 010
o 0o 1l{c o ol| 0 o0
[—cosd sing 0 §
i = | sinf cosf 0]. :
0 0 0 j
:
E
;

I. Man bestimme Definitions- und Wertebereich der durch das Gleichungs-

system definierten Transformation und entscheide, ob sie linear ist,

O oootdow

a) w) = Bx; — 2x3 + 4x; b) wi =2x1x2 — x3 ;

Wy = 5x; — 8x3 + x3 wa = x1 4+ 3x1xz :

; W3 = X) + X2 |
T' C) W = 3x; — X7 + X3 d) wlzxf—sz—;-xg—Zx,;
‘ Wy = —x1 + x3 + Tx3 Wy = 3x; — dxy — x§ + xg

w3 = 2x) — 4x — X3

2. Man bestimme die Standarddarstellungsmatrix der linearen Transforma-

tion.
a) wy = 2x; — 3xz + x4 b} wy = Tx; + Zxp — 8x
Wy = 3x) 4+ Sx3 — xy Wo = —Xx1 4 5x3

w3 =4x) + Txo — x3




T

PR

.':::l\‘ . . il
£ 4.2 Lineare Transformationen von R" nach R™ 215 i
‘f , !
I. C) W) = —X]+ X2 d) w; =x ‘ !
5 wa = 3x; — 2xy Wy = x| + X2 L

wy = 5x;—Txy wy=Xx1+x3+x3 i

Wg =X + X3+ X3+ X4 -i
Man bestimme die Standarddarstellungsmatrix der durch i
: wy = 3x] + 5x2 — x3 i
Wy =4x; — X3+ X3 :

Wy = 3x; + 2x3 — X3

definierten linearen Transformation T: R® — R? und berechne 7(-1,2,4)
durch direktes Einsetzen und durch Matrixmultiplikation. : j |
(2 414) Man bestimme die Standarddarstellungsmatrix von T. i
' a) T(x1,x2) = (2x] — x3,x1 + x3) ! ||
b) T{(x1, x2) = (x1, x2) ‘
) T(x1,x2,%3) = (%1 + 2x3 + X3, %] + 5x3,%3)
d) T(x,x7,x3) = (4x1, Tx2, —8x3)

[R4+13 Man bestimme die Darstellungsmatrix von 7.

il a) T(x,x2) = (x2,~x1, X1 + 3x2,%; — x2)

b) T{xy, x2,x3,x4) = (721 + 2x2 — X3 + X4, X2 + X3, —X1)
C) T(xl,xg,x;;) = (0,0,0,0,0)

d) T(xj,x3,x3,%4) = (X4, %1, X3, X2,%] — X3)

) Man berechne 7{x).

o[} e[ 2] o= [ ]

L. 2 1 4 x| -1 1
’ X

C) [T]= 3 5 7 ;X = | x2 d) [T]: 2 4 ;X=[xl]

6 0 —1 x3 7 8 :

#17 Man berechpe T(x) mit der Darstellungsmatrix {7] und durch direktes
- Einsetzen.

8) T(xp,x) = (—x1 + x2,%2): x = (=1,4)
“B} T{x1,x2,%3) = (2x1 — x2 + X3, %2 + x3,0); x = (2,1, -3)

} ‘der y-Achse,

) der'Geraden y = x
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Lésungen der Ubungsaufgaben 627
["Ibungen zu 4.1
L a) (~1,9,-11,1) b} (22,53,-19, 14) ¢) (13,13, -3¢, ~2)
d) (~90,~114,60,-36) ) (=9, 5,3, ~3) f) (27,29,~27,9)
28333 3¢-= Lez=leoas 1,00 =1
5. a) V29 b) 3 ¢} 13 d) V31
6. a) V133 b) VI0 + /77 c) 4v30

I 1 2 9
d) V1811 e T 1
) )ﬁaﬁ 3232 D

8.=%§ 9.24)7 b) 14 c)7 d) 11 10. a) (4 —3—),(—
1. a) VI0 b) 213 ¢) V55 d) 10
14. a) Ja b) Nein c) Ja d) Nein e) Nein f} Ja

IS.a) k=-3 p) k=-2k=-3 1. if,(—34,44,—6,11)
'_ 19, x1=1,x2=—],x3=2 20. -6

33. a) aqjay---q,

b) Die Diagonale hat die Linge /a?+ a2 4 ... 4 a?

il. a) Linear, R? — g2
b) Nichtlinear, R? — &3
€) Linear, B3 — g3
d) Nichtlinear, R* — R2

. ] 7 2 _g 1
4) [3 ‘5 ]J B) 10 -1 5| o | 3 _a
. 4 7

== B

- - _ e
icys o L




Losungen der Ubungsaulgaben

BEIE

co o oo 9 e B

— 2% 4+ xp+4x3 — X1+ X2

1 13

3
. a) :l © 3x; + Sxz -+ %3 d) | ,2x; +4x2

6x| - X3 Tx1 + 8x3

—

L a) (&-5,-3) b) (2,53) © (-2,-53)
. a) (2,0) b) (0,~5) 1L a) (-2,1,0) b} (=2,0,3) ¢ (0,1,3)

2 (3\/_?;4‘3—4\/5) b) (3—4\/5 —3\/5—4)

2 2 ! p
c) (7—‘2@'—2‘/—5) d) (4,3)

. a) (—2,ﬁ2"2,1+;‘/§) b) (0,1,2v2) ¢) (-1,-2,2)

10 0 1/2 0 —v3/2
cay o 12 V32l B | oo 1 0
[0 -v3/2 1/2 | V32 0 172
1/2 /3/2 0}
c) | -v3/2 1/2 0
0 0 1]

V342 —142V3
.a) | =2, 5 5

) b) (-2v2,1,0) ¢) (1,2,2)
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BERUFSAKADEMIE
STUTTGART

Universty ef Cooparine Educstan

WAD
Jemand kauft 100 Stiick Vigh: Schweine, Ziegen und Schafe fir 100 Taler. Ein

Schwein kostet G%Taler, eine Ziege 1% Taler und ein Schaf % Taler. Wie viele sind
es von jeder Gattung? (EULER)

(Anleitung: Man l6se das System zuerst fiir (X1X2.%,) € R? und sondere daraus die

Losungen (x,x,,x,) € N*aus.)

W4
Roberts Markensammlung besteht aus drei Alben. Ein Fiinitel seiner Marken sind in
dem ersten Album, mehrere Siebtei im zweiten, und im dritten sind 303 Marken. Wie
viele Marken hat Robert ? (POLYA)

Ein Lehrling erhait den Auftrag, insgesamt 100 Briefmarken zu 30 Cent, 40 Cent und
50 Cent einzukaufen und daflir genau 40 Euro auszugeben. Auf wie viele Arten kann
er diesen Auftrag erledigen, wenn jedesmal alle Sorten gekauft werden sollen?

W13

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

eine Basis des R? bilden!

Rl
Il
L oS I
4433
n
I
N o= o
w1
w
it
- N

b) Ermitteln Sie daraus eine orthogonale Basis {5,. 52, 53}
per Ansalz:

by=d Aby=4,-br Aby=a,-bs-bt (rs€R)

c) Kénnen Sie auch, und zwar mithilfe von b), eine ONB angeben?

WAL
LLdsem Sie AU (EﬂckS'i'rul-alerprinzip) fir beliebige einfallende

Lichtstrahlen »: ¥ = a4+ ?—:° .-t (i bY nur Outputricktungsvekter T,

Y ?) |
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Mathematik

Baum, Kessler, Schmid
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90 Minuten

1. Nicht graphikfihiger und nicht programmierbarer Taschen
rechner mit einem Einzeilenausgabendisplay

2. Die verteilte Formelsammtung

Bitte Uberpriifen Sic vor Beginn der Priifung:
ob Sie gesund und priifungsfihig sind.
ob Thre Taschen und simtliche Unterlagen, insbesondere alle nicht erlaubten Hilfsmittel
seitlich an der Wand zum Gang und nicht in Threr Reichweite abgestellt sind.

Hinweise:

Alle Aufgaben dilrfen bearbeitet werden.

Bitte verwenden Sie keinen Rotstift.

Fiir die L&sung jeder Aufgabe verwenden Sie ein neues Blatt.

Benutzen Sie das Papier nur einseitig,

Schreiben Sie auf alle Losungsblitter Thren Namen.

Bitte geben Sie Thre Lésung fir die Aufgaben jedes Dozenten getrennt ab.

Viel Erfolg
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M Mathematik | Fachrichtung

BERUPSAKADEM: Klausur Elektrotechnik
Universly df Cooperaths Education Dipt.-Math. M. Baum, Febr. 07

Autgabe 1 - M. Baum (17 Minuten, max. 17 Punkte)

=42,

Welche Winkel 0 < <« konnen die beiden Vektoren miteinander einschlieBen, damit
der Vektor ¢ = @x b dieselbe Linge hat wie der Vektor 2 7

a) (4P) Gegeben seien die beiden Vektoren 5,5 €R™ mit 30 und ’B

1
b) (4P) Gegeben ist der Vektor 3 =|0/.
2
-3
Von einem Vektor bist die Normaltkomponente EL =b- ﬁl =| 1] beziiglich 3 bekannt.
L5

(Zerlegung des Vektors bin die Parallelkomponente Bﬂ und Normalkomponente Bl bzgl.
a (siche Skizze)).

Fir das Skalarprodukt der beiden Vektoren 3 und b gelte 3-5=10.
Berechnen Sie die Vektoren § =3+5 und d =3—5.

b -
b_L
e _
by
2 1 4
c) (4P) Gegeben seien die drei Vektoren 3 =] 0 ,B =[1lund ¢ =|2].
-1 2

Stellen Sie & als Linearkombination aus b und & dar.

d) (SP) Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren © und g, wenn @ =205+q und
b= —45+ 53 senkrecht sind und |,5| = |E']’ gilt,



M Mathematlk I, Klausur Fachrichtung Elektrotechnik
Dipl.-Math. M. Baum, Febr. 07

Aufgabe 2 - M. Baum (13 Minuten, max. 13 Punkte)

Gegeben seien die drei linearen Transformationen £ : R — R* (i=1, 2, 3).
f; sei eine Drehung von 45° um die x-Achse, f, sei eine Drehung von 90° um die

y- Achse und £, eine Drehung von 120" um die z-Achse.

2) (3P) Ermitteln Sie die Drehmatritzen [£],(£,] und [£] der Abbildungen £, £, und f
(mit Angabe exakter Werte !).
b) (3P) Bestimmen Sie die darstellende Matrix [f3 of,o fl] der Verkettung £, o f, o f

(mit Angabe exakter Werte !).
¢) (7F) Welche Eigenschaften hat die verkettete Funktion fLof,of ?



[BAS 2

1 nwausur el : Kessler 30 min (IO VP)

()

K4

K

Geaeben ist die Grundmenae G=[R4xa'.

D scll darn die De[:ini{-lonsmenae des Terms x".xi sein.
Ere&nzen Sie nun sinmvell !} R 2

D = |{ (x,Ix)eR™] 3 wnd

G\ D ol ! (VP

Geaeben ist -,QCX)-‘- 3 -2 cenl® ; x€ Loyl .
Skizzieren Sie £ und £7" |, 2wei verschiedenen
geeignet skalierten Keordinatensystemen |

Dabel sind &e\ue-.iLS 5 Punkte von ’P‘ bzw. -P"t exakt
anzugeben und einzuzeichnen |

Y Y

t 1
RC 1Y RCT IRCT ), QC 1)l I e 1),
RC 1 ),RC T ) QL I ), I)
(2 VvP)

K3 Gegeben ist { durch £0)= tan(d A x €[o;TIN "1_-;,1_3 .
Ist § ' eine Funktion 2 Regriindung ! -

—

(Q2VP)

— 41 von3 —



()

———

Schmid

Aufgabe

(a) (10 p) Begriinden oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen. Die Angabe von
'ja’ oder ’nein’ ohne Begriindung ergibt keine Punkte (je 2 P). In dieser Aufgabe ist
A immer eine n x n Matrix mit den Koeffizienten Qij,1,7 = L.n:

(1) Sei A eine obere Dreiecksmatrix, das heift ai; = 0 fiir ¢ > 5, dann ist A inver-
tierbar.

1st invertierbar = A? ist invertierbar.

2) A ist invertierb A? ist invertierb

(3) Des lineare Gleichungssystem A% = 7 ist immer l&shar.
(4) Sei A invertierbar, dann gl AT = A7 = #=y.

(5) Sei B eine n x m Matrix mit n # m, dann ist es mdglich, dass das lineare
Gleichungssystem genau eine Lésung hat.

(b) (2 P) Gegeben sei die Matrix B = (2/0/3) € R*®, Berechnen Sie BT . B.

(c) (2 P) Gegeben sei die Matrix ¢ = ( (1) f ) Geben Sie eine Formel fiir ™ an
(ohne Beweis).

01 111111
00120000
(d) Sei A=/00001230
0000O0CODO0TO0OQQ
0000CO0O0O0TOD

Geben Sie die allgemeine Lésung fiir das lineare Gleichungssystem A7 = § an (4 P).

Welche Eigenschaften muss § erfiillen, damit das lineare Gleichungssystem A7 = §
16sbar ist (1 P)?

54321
00010
(e) Sei A=[321 29
100 30
01040

Berechnen Sie det(A) (3 P) und det(A™1) (1 P). Sei B = A~ mit den Koeffizienten
bij. Bestimmen Sie by; (3 P).

(f) (4 P) Seien 4, B, X n x n Matrizen. Lésen Sie folgende Gleichung nach X auf:
3XT+(B-X)T=XT. 41,

Vorausgesetzt sei, dass die dabei entstehenden inversen Matrizen immer existieren,

Bei allen Losungen wird eine Begriindung erwartet - nur richtige (oder falsche)
Ergebnisse sind wertlos. Eine Begriindung kann z.B. die Angabe einer Formel sein,
die in der Vorlesung bewiesen {und in der Aufgabe nicht ausgeschlossen) wurde.
Sinnvolle nicht zu Ende gefiihrte Ansitze knnen bepunktet werden. Streichen Sie
eine Losung erst dann durch, wenn Sie dafiir Ersatz haben. Wenn Sie nicht weiter
kommen: Wechseln Sie die Aufgabe. Fiir Jeden Punkt haben Sie rund 1 Minute Zeit.



K4 Bestimmen Sie eiren Term fir eine gqnzrud:'tonnle Funktion
'mgalichs{' niedri.aen Grades ) welche die Punkte
P(-3143), Q(-41-4), R (11284) enthalt ! -

r

(6 vP) -

(7} KE Gegeben ist die ganzrationale Funktion  mit dem
Term LG = Ixt +4DS+33 5T+ A+ 4 (Normql{lorm) )
Ermitteln Sie nun nur mittels Horner Schema die Werte
PED | D) und U !

Bes'l:i.mmen Site dann u.l.[e \-eeuen Nu.lls’l?el.len von

.ohne Verwendung gerundeter Werte CEqud:eAnauBe!) !
-

(8VP)

—d von 3 —



K€ Jemand fragt Sie, ob nach Definition xlIx, :=—;i“_;—x;':—
fir alle x,30 und alle x>0 stets gilt: =
o (%3 +x3) = (x 1 xy)+ (x, 11 x3) 2

Antwerten Sie ithm mit schlissiger Begrindung  also

mit einem allgemeinen Beweis oder per Gegenbeispiel !

-

(5vpP)

— 3 von3 —
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1 Grundiegendes

Mathe-Formelsammliung

Potenzen Wurzeln {(abz0) Logarithmen (u,v,a,b>0)
a =1 Vo = bebt=a log, b cea=b
a "t = iﬂ ar = Va aloEd — g
a ——
a™t.g® = am+n \/E {‘/E' = "Vamin ]'Oga(u' i U) = logn u+ loga v
™ _ ™" Yo Vb = Vab 10&;(3) = log,u—log, v
n W _— [ m
a® _ai,n = (a-b)" Gl (‘k/a) log,u™ = rlog,u
Vam™ Wamk Inb 2gk
logsh = — = i B
lna  2ga
Additionstheoreme Mitternachteformel
sinfa+d) = sinacosf*cosasing (1) a-r?+b-z4+e=0
cos(a+ ) = cosacosfSFsinasing (2) I —b=+ B — dac ()
sinfa+cosfa = 1 (3) ' 2a
Kosinussatz Sinussatz .
62 =a2+b2-2ab-cos'y 5) sina — Sinﬁ - 8in y (6)
a b c
2 Vektoren
Lineare Unabhiingigkeit Vektor aus Punkten
T+ ST bt 8, Ty = 0 7) PQ = 00-0P (10)
<> fralleigilt: s = 0 PGl = /(mg -+ (g — o). (11)
Einheitsvektoren der Lm:g:)l Polarkoordinaten
—
= a a cos
= r I&1>0 8 “a = &= e
a,= i fa o> (8) 7 (a,g) (sin a) || (12)
Vektor der Linge ) = I3] >0 . ax cosa)
(Betrug ) a = [(az}={cosf|- || (13)
S - PN ©) pes AR
e} 12 coso = él.—
I'e]
Skalarprodukt (ein Euklidisches ~) Vektorprodukt
g bz 0z ayb, — azb
ay | o | by | = ezbz +ayby + azb; (14) ay by — a, h (15)
a; b, ty aghy — aybe
Senkrechte Projektion Linge von Vektoren
&ﬁ — _)_ asb (16] = ‘\p‘ﬂ%'{‘ﬂ%'l‘ﬂ% {18]
| & - { =35 (18"
0._£ - _(i) - E’“ {17] ara

Seite I



s O

Geradendarstellung Ebenendarstellung

T=F+t-F (19) T=P 4t T+t 7 21
Px(T-F)=0 (20) (Z-F)T=0 (22)
1Ty +na2s +ngrz = e (23)
Kugeldarstellung Hessesche Normalenform (X-F)s7,=0 (22')
(21— m1)® + (22 — ma)? + (m3 —m3)? = r? (24) = d(X,E) = H{X-P) Rl (25)
&S IR ll_ Q-r??'.;? +* F-\’-r_i;’ — ‘_:- (Q.‘f') _ nyT; 4 NaZa + Ngty — e (26)
LY nl -+ n2 + ns
Winkelberechnung Winkel zwischen Geraden, Ebenen
Teb e
e IiH_::’l @n 068 - weo( T o
a
g o |7« 7] )
=5 (3 = 90° —ar ( 30
sing = _—_—dTiE%T ) (28) (€.9) €08 W s
a — .—)
5(g1,92) = arccos (I—_’QI—’L?L) (3
[71] - [ 72
Abstiinde
Gerade-Punkt (Peg) Ebene-Punkt (P€ €(kene)) Windschiefe Geraden (Ple 3-._)
|7 x (T = P 17 - (7 - 7)| 171 x F2- (71 — 7))
d(Q, = ——= d(@Q, = T d(g,9) = ==
31(ng) I;J‘II 26 7] %9 |71 x Tgf
plegelung Allgeme e
T =7 +aFfs (wan S) (32)
Spatprodukt CTERT = (GxEN1T = dat (FIVE) (3 reihige Determinante)
Spatvolumen V = [(@x b)-C|=|(C x @) bl=[(D x &) 7| (33)

Cramer Regel ( in R3*1)

—

d = T -z1+ b -T2+ T - Ty
Iy [E’ E ?] 1

T = |m|=|dd ]| —=— (34)
<3 ?7% ) (@b <

rur f&r [BT2] = (IF)T ¢ 0 giltyy !

( f",‘?;?} inear unal:‘\a.r\gt'a )

=

Mathe-Formelsammlung Selte 2
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3 Matrizen

Falks%hema Multiplikation von Matrizen Rechenregeln
__é_ A-B Amxn‘anq = Cmxq (35) A-A =
CICAR A-B #£ B.A (36} (A.-B)T =
A-A'=A"14 = E @37 (AT =

(4-B)™

Inverse Matrizen
2x2

= b at -1 _ 1 d —by .
A= ( - d) regular &> 41 = oA (_C ) existiert
3x3 mit 4 = (a bE) regular bew. invertierbar

1 [21 Ell (€2t 7] [€sb7c]
&> AT = (A [GEI?] [@22T] [@257]
[@b€1] [@b€a] [T ey

4 determinanten

ab a b " = l”) LE ]
(2 Y e g an(t e
a; az das
23 ; b b bl = arbaca + agbzer + agbiey — cibaag — cabyay — cgbray
a ¢z | = (hegmghda, - (CRICTR N + (abg=bay) ey

u:ler hueh Sl(rLE't F"el(Ll.“SLV ullaerneu-, :

A? (38)
BT . AT (39)
A (40)

= B7l. 471 (41

{42)

(43)

(44)

(45)
(459

dat () 1= ay A dat (o j: ) = 0" k(e M'(-»“ﬁd(q«) ags

nlaehrqt.sc}!es
Komplement
U QH:L ) kurz A

g,
(nur gin Name !)

i=d

= (a3

Q qﬂ Y
N dp.t(q:" o a, ) z(_i)‘*sad(s ) o

QH QS:. ﬂxa

kann man auch

Aiq mennen !

|
= (%)= (aa

NEY

N4 A3y
Spatpredukt
mit S; T Mabrix A chne L.Zeile uncl| chne k. Spalte . Fifr
La}
Aec [R'nnn unq.l.cae: cla'l‘(A) = LE Ain‘ i, =] ‘.E A = Z Au
rach n. Spafte nach k Spali'e hucl-. lZede
entwickelt (1gk<n) (421<n)
Mathe-Formelsammlung Seite 3



Determinantenregeln (A BeR™ 'reR)

det(4-B) = det(4) -det(B) (46) det(4) = det(4") (48)
det{4™) = (de(AIY' (@7 det(rd) = "r" det(4) (49)
det(d) # 04> Alfst reguliir > A existiert | (50)
&= A st invertierbar —

5 Lneare Transformation .. ist eine Funkbion § € Y x 1, mit
Veldborraumen (U, +,-) | ('U i+ ') _und Linearitat

- [fE+F )= {ZC )+ 2(\:) 3] (s
<P 26)=[P]-R wit. Ll e R™™
LOT - Lineare Orthogonale Transformation { Spezlnl{:qu. m=n 1:4’-3 MeR"™")
“E=dl], b M =M e Merga 2 = (@)=, 12, 2R,

ll

" Lei, -l);B&mu4‘,UY=RﬂK'1:

Giedy = 0 (52) @l = 1 (s5) ldetfwl'z 1 (58)

di+d3 = 0 (59 @ =~ 1 68 [M-MT =E] (59 (reicht !

daeds = 0 (54) lds| = 1 (57) MT = M (60
Splegel__ul;g é?hggnEbene mit crma, Drehung: mit Orientierung &, und Winkel o € [o;w]]
©) [f@) = (E-2- )aﬂ f@) = (G- &f +cos(a)(E ~ &y - &F) + sin(a)dox ) 5>
M MT=q, <= toT (D a = arccoa("ﬁ’;(a)mu 7L (s2)
l) =1 Drchung G = x4 P f(@)

» Linkshandlg
Drehung um die Achsern (x- ,y~ ;2~Achse) : < fo .-:'Q}i-‘s::h:“a

1 0 o . cos(p) 0 sin(p) cos(yp) —sin(yp) 0
Do(p) = |0 cos(p) —sin(p) O, (0) = 0 1.0 uD(p) = [sin{) cos(y) 0
0 sin(p) cos(p) —sin{p) 0 cos(yp) 0 0 1

3

6 Funkfionen

Newtonsches Tangenten Verfahren Newton Interpolation (mit Stidzstellen x; einer Tabelle )
(Mxl[ﬂ‘euehhnherm«e K= Wit (h—va0))

Tnyl = ITn-— f_"((_n—)) ) a(-'ﬂ) = C{)+Cl(-'5—31)+...+cn_1(:l:—.'cn_.1)...(ﬂ:—m]_) (%)

Taylorentwicklung ... einer aunzrurhomleh Funktion g (maximal) n. ?r:cles tﬂn A(asl Eq)) 5
z FeEr Horneyr Sthemag
32 = gl)+ gla)tx-a) +. +-ﬂﬁ (x— (65)
Exponentielle Ahderuta Beschriinkte Ahd.er'una Logistische }:nde.rung
fit} = a ft) = S§~(S—a)-e* ft) = a8

W) = kG ) = k-(S-A) , A it R

mit Halbwertszeit T, : Fi@) = k-f(2)- (- ()
ko= ..l__q_@ <9 (exp.Zerfall)

mit Verdopplungszeit T%' k= -LL_'(_Q—')- >0 (exp. Wachatum)

a
Mathe-Formelsammlung Seite 4




