_ ,l__ Schiffler

4.1.1c_Physikalisch-technische Anwendungen der linearen
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten.

I. ) Herleitung der Differentialgleichung der freien Schwingung

Beispiel 1: Die freie Feder-Masse-Schwingung mit
geschwindigkeitsproportionaler Dédmpfungskraft
Fe==b-v({t)=-b-y(t) mit b>0

. =

FF =—C- (YS‘.a: + Y(t))

C- yslal

Y Fy=-b-y(t)=-b-v(1)

zahe Flissigkeit

y-Achse

Abbildung 1a Abbildung 1b
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Herleitung der Differentialgleichung :

In Abbildung 1a) ist das Feder-Masse-System mit Dampfung im
Ruhezustand dargestellt. Die Masse ist kraftefrei, weil sich die
Gewichtskraft m - g und die nach oben zeigende Riickstellkraft

CYqa der Feder gerade kompensieren. Es gilt also

M-g=C-VYga (1)

Dabei wurde der Nullpunkt y=0 der y-Achse in den Schwer-
punkt S der ruhenden Masse m gelegt.

In Abbildung 1b) befinde sich S im Zeitpunkt t am Ort y und
bewege sich mit der momentanen Geschwindigkeit v(t) = y(t) in

Richtung der negativen y-Achse noch oben (also y(t)=v(t)<0).
Da die Reibungskraft F; immer in die zur Bewegungsrichtung
der Masse m entgegengesetzte Richtung weist, zeigt F, in

diesem Fall nach unten, d.h. in positive y-Richtung (d.h.
Fr =Fg, >0 ) und es gilt die Beziehung

Fro =0 3(1) @)

Diese Gleichung gilt auch fiir den Fall, dass sich die Masse in
Abb. 1a) gerade nach unten in Richtung der positiven y-Achse
bewegt (d.h. y(t)> 0). F; zeigt dann nach oben in Richtung der

negativen y-Richtung (d.h. Fz <0 ).

Zur Berechnung der auf m wirkenden Federkraft F- ist neben
der Federkonstanten ¢ die gesamte Auslenkung (y + v, ) der
entspannten Feder maligebend. Dabei ist y_, > 0 die statische
Auslenkung, welche die Feder durch die Gewichtskraft m-g
erfahrt und y(t) die momentane Auslenkung aus der Gleich-
gewichtslage y=0.



Somit gilt nach Abb.1b:
Fr=—C-(You + ) (3)

Diese Gleichung gilt auch fiir den Fall y < —y__, bzw

(Y + Ve )< O einer zusammengedruckten Feder. In diesem Fall
zeigt die an der Masse m angreifende Federkraft F. in positive
y-Richtung, d.h. F ist positiv. Genau dieser positive Wert ergibt
sich nach Gleichung (3).

Somit folgt fur die Bewegung der Masse m die Newton sche
Gleichung:

4

m-y(t)=m-g—c- (v, +v®))~b - y{t)] (4

Nach Gleichung (1) gilt aber

‘m'g_c'ystat =0

Damit ergibt sich die Schwingungsdifferentialgleichung:

m-y(t)+b-y(t)+c-yt)=0 (5a)

y(t)+(-r%]-y(t)+[%)-y(t) =0 (5b)

j(t)+2-5-y(t)+ 02 y(t)=0 | (5¢)

]

Die in Gleichung (5¢) vorkommenden GréRen sind wie folgt
definiert;

o= 21 = Abklingkonstante (bzw. Dampfung)
m

Wy = 1/3 = Eigenkreisfrequenz der freien ungedampften
m
Schwingung



Haufig wird an Stelle der Abklingkonstanten & mit der

Dimension s™' der dimensionslose Dampfungsgrad D folgen-
dermallen definiert:

D= 6)

Es lalt sich zeigen, dass die Beschreibung anderer
mechanischer Systeme auch auf die Differentialgleichung (5¢)
einer freien gedédmpften Schwingung fiihrt. Zum Beispiel gilt
dies fur

1) Drehschwingungen der Scheibe
2) Schwingungen eines mathematischen oder physikalischen

Pendels.

Beispiel 2: Elektrischer Reihen-Schwingkreis

Abbildung 2



Bei offenem Schalter S wird der Kondensator mit der Kapazitat
C aufgeladen und dann anschlietend Schalter S geschlossen.
Aus dem Kirchhoff'schen Gesetz folgt fir die Spannungen
Uc(t) am Kondensator, U, (t) am Ohm’schen Widerstand R und

U, an der Spule mit der Induktivitat L:

UL +Ug(t)+ Ue(t)=0 (7)
Mit U (=1 jti(t) U () =Rt
folgt weiter:

LSTU+RIM+UJQ=O (8)

Nach Definition gilt fur die Stromstarke i(t):

oy dQg
()= dt

Wegen des Zusammenhangs
Qc(t)zc'uc(t) (10)

zwischen Ladung Q. und Spannung U, am Kondensator der
Kapazitat C folgt weiter




Einsetzen der Gleichungen (11) in die Gleichung (8) ergibt:

(L-C)-dng(t)+(R c)dUC(t U.(t)= 0‘ (12a)

Uc(t)+(%)-Uc(t)+ Us(t) =q (12b)

L-C)

1

mit 2-6:§ und @, =

:

Aus Gleichung (8) erhalt man durch Differenzieren nach der
Zeit t und Bertcksichtigung der aus Gleichung (11) folgenden
Beziehung

duq(t) ift)

dt C

eine Differentialgleichung fur die unbekannte GréRe Strom-
starke i(t):

rL-dzi(t)JrR-ﬂ@Jr@:o' (13a)
dt? d  Cc |

d’i(t)  (R) di(t) it

dt(z)+(fj' d(t)+(L-2))=0 (13b)

I

0 (13¢)

dZi(t dil(t ]
T:Q+2-8-d—&)+m§-u(t)




Il) Lo&sung der Differentialgleichung der freien
gedampften Schwingung

0)+2 8-y o -y()=0) (50)

Mit dem Ansatz y(t)= "' folgt die charakteristische Gleichung
2428 K+0 =0
mit den Losungen

Ky = —0%+/8° — ]

Fir die Berechnung der Losung missen die verschiedenen
Falle untersucht werden:

|
Fall1: §=0«D=—=0, d.h. ungeddmpfte Schwingung 1
|

(periodischer Fall)

90+ 02 y(t)=0 (14)

2 2 [ 2 -
k? +05=0 = Kyp=+—05 =% 0

\y(t) =C," sin(co0 -t)+ C, -c:os(c,o0 fz (15)
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Zur Bestimmung der Konstanten C, und C, bendtigt man die
Anfangsbedingungen:

y(0)=y, und y(0)=v,

Y(O)= Yo=C,-cos0 = C, =Yy,

y(t)=C, - @, - cos(w, 1)=C, -, -sin(o, - 1) =

y(O)Z Vo =C;-w@,-cos0 = |IC, _ Vo
@
Damit ergibt sich als Lésung
)= (?\%J 'sin(o, 1) +yq - cos(o, 't); (16)
0

mit y(t)=y(t+T,) fiir alle t eR

2 1
Wy ?0—
f, = Frequenz
0, =2-n-f; = Kreisfrequenz der freien
ungedampften Schwingung

=Periode




H.Schéaffler

Die allgemeine Lésung

y = ¢, sin(a,t)+ ¢, cos(w,t) (15)

der Differentialgleichung (5¢) stellt eine Uberlagerung zweier
harmonischer Schwingungen derselben Frequenz fy bzw.

Kreisfrequenz o, = 2nf; dar, welche sich bekanntlich (siehe z.

Bsp. komplexe Rechnung) in Form einer phasenverschobenen
Sinusschwingung

y=y-sin(o, -t+¢) (17)

oder einer phasenverschobenen Kosinusschwingung darstellen
|&sst:

y =¥-cos(w, -t+¢) (18)

An Stelle der Gréfien ¢, und ¢, in Gleichung (15) treten jetzt
die Amplitude y, die nach Definition positiv sein soll, und der
Nuflphasenwinkel ¢ bzw. ¢ auf.
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Fall 2:

0<d<wy < 0<—8-:D<ﬂ < 0<D <1 @ng—wﬁ)<0
g Wy

d.h. schwache Dampfung, gedimpfte Schwingungen

Aus Ky, =—=8+/8% — o folgt fur (52— w? )< 0 die Beziehung

Kijz = =8 £ jy/ g - &°

Mit (@2 — 8% ) = w? folgt als Kreisfrequenz der freien
gedampften Schwingung

@4 =V(Dg - 8" = W5+ (1_D2) Z?" < Cl)0‘ (19)

d |

Kijg = =0 joog

Als L&sung folgt dann

y(t)=e"{c,sin(a,-t)+c,cos(w,-t)} | (20
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Mit y(0)=y, ergibt sich:

Yo =C,c0s0 = IC, =Y,

y(t) = e™{c,0, cos(w, - t) - c,m, sin(w, - t)}

~0

e {c, sin(w, - t)+ ¢, cos(w, - t)}

y(O) = Vo =Ci®y —C,0 = Cyy — Y0 =

1

Vo t+Yeo

oY, +V,

0y oy —&°

y(t)=

g

QS—%J sin(w, - t)+y, cos(w, - t)}
g

mit

Wy =+ 0 =8 = o, -V1-D?

(27a)

(2b)

Diese Gleichung lasst sich umschreiben, in dem der Ausdruck
in der geschweiften Klammer in eine phasenverschobene
Sinus- bzw. Cosinusschwingung umgewandelt wird:

[Syo + Vg

Wy

]sin(cod 1)+ Yo cos(wy - t) = §,cos(wy -t +b)



Mit cos(wy -t +¢)=cos dcos(wy - t)—singsin(w, - t) folgt durch

Vergleich der Koeffizienten von sin(w, - t) und cos(w, - t) auf
beiden Seiten des Gleichheitszeichens:

Yo = Yo COS (22)

— (8y, + V)
Qg4

= Yo Sing (23)

Aus den Gleichungen (22) und (23) folgt:

9, = \/yé + [By—mi"—] & (%)
tand = — (8y, + Vo), (25)
Yo®q
2 l
y(t)= e‘ﬁ*\/ Y2 + [Sicf‘i] cos(og -t + ¢); ()
, d ‘

Aus Gleichung (22) folgt, dass das Vorzeichen von cos ¢ wegen
Yo > 0 identisch mit dem Vorzeichen von y,, d. h. dem Nenner

von Gleichung (25) ist. Aus Gleichung (23) folgt, dass das
Vorzeichen von sin¢ identisch mit dem Vorzeichen von

~(8y, + v, ), also dem Zahler von Gleichung (25 ) ist. Durch die
Vorzeichen von sing und cos ¢ ist aber der Winkel ¢ im
Winkelbereich 0 < ¢ < 2n eindeutig festgelegt und damit die

urspriingliche Zweideutigkeit der Ldsung von Gleichung (24)
beseitigt.
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Will man an Stelie von Gleichung (254) eine gedampfte
phasenverschobene Sinusschwingung, so formt man um:

cos(oy -t+d)= sin(cod -t+¢+gj = sin(wy -t + ¢)

: T
mit =@+ —
¢=0¢ >

Wegen tang = tan[q) +gj = ~$ folgt aus Gleichung(25):

YDy
tanpg=—22"9 27
i dY, + Vq (<)
2
y(t)=e™® Nygn{w] -sin(o, -t+o) (28a)

In abgekilrzter Form lassen sich die Gleichungen (26.a) und
(28.a) mittels Gleichung (30) folgendermalien schreiben:

ry(t)z v, e -cos(coci b+ ¢)l (26'b)

iy(t) =V, e -sin(o, -t + @)

|
|

(28.b)
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llI) Diskussion der Lésung y(t) der Differentialgleichung
der freien gedampften Schwingung

Aus Gleichung (26 b) erhalt man die Betragsgleichung

y(t) =9, e‘atkos(a)d o (pj} = |y} <9, -7 bzw.  (29a)

~
<1

—Vo- et <y[t) <4y, - e7™ (29b)

Gleichung (35b) sagt aber aus:
Die beiden Funktionen —y,-e™ und + ¥, -e™® sind die
Einhiillenden der Bildkurve der Funktion y(t)

Abb.3: Y=Yo-€® -cos(w, -t +¢)

mit y(0)=y, >0 und y(0)=v, >0
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Eine fUr die Messung der Abklingkonstanten § bzw. der
Dampfung D wichtige Beziehung soll nun an Hand von
Abbildung 5 abgeleitet werden:

Y 1 Ba< S At=3Td ]
cm ' ;
~¢1+Td-b-i—-Td —Eri— d—h'J Abb' q‘
10+
~
S NN
6 SN

t/s.

O -~
vl NI Qe
s i ”/——d Yo - oot

- [ —

_5.'. P “
_g4 -l
72
~10¥
' 3 S 7 g
| t  t+T, 2T, ' ' i :
Y(O)Zyo :100m
v - - aY_ ., _ oCM
y(t) =y, -e® -cos(cod b+ ¢) mit y(O) =V, = O_S_
@, =E=2ﬂ: S~1
To

y(t)=10,01cm -e"o's‘“‘s—tt-(:03(271:5‘1 1 - 0,05)
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Ist Ty die Zeitspanne zwischen 2 aufeinanderfolgenden Maxima

(bzw. Minima) von y(t) , so folgt aus Gleichung (26b) fir einen
beliebigen Zeitpunkt t und natirliche Zahlen n:

y(t) Vo €7 -cos(wy-t+9)

y(t+nT,) - §o - e olnTd). cos{wg - (t+nT,)+ ¢}

(30)

Aus cosfay - (t+nTy)+ ¢} =cosf{og - t+)+n w,T,}
folgt wegen o, - T, = 2= die Gleichung

cos{og(t+nTy)+ 0} = cos{w, - t + ¢}

Damit erhélt man aus Gleichung (30) die von der Zeit
unabhangige Beziehung

y(t) _ envS-Td (318)

Mit T, = A und o4 = wy+/1-D? (siehe Gleichung 24b) folgt:

Td:im bzw. szﬁ:T0 flr D <<1

_@_ ~ e fiir D << 1 (31b)
y(t + an)

Dabei ist T, die Schwingungsdauer der freien ungedampften
Schwingung.
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Der Exponent § T, in Gleichung (34a) lasst sich mittels & = D w,
und Gleichung (27b) umschreiben:

oT, =Dcoo-&=2ﬂ:-D-COO _ 2D

g ®y  +1-D?

Damit erhalt man aus Gleichung (37a) die Beziehung:

- 2nD
yt) e (322)
y(t+nT,)
Flr sehr schwache Dampfung D<<1 gilt dann offenbar:
Y(t) = n-2xD (Blb)
y(t+nT,)

Aus Gleichung (32a) bzw. (32b) lasst sich bei gegebenem
Dampfungsgrad D berechnen, auf welchen Bruchteil die
Auslenkung y im Zeitintervall At =n-T, zwischen den

Zeitpunkten t und (t + nT,) absinkt. Der Zeitpunkt ist dabei

ganz beliebig. Flr das Absinken der Auslenkung ist nur die
Zeitspanne At =n-T, maRgebend. Von besonderem

Interesse ist der Fall, dass der Zeitpunkt t so gewahlt wird,
dass gerade ein Maximum vorliegt (siehe Abb.5).
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Bsp. 1:

Es sei der Dampfungsgrad D = 0,05 << 1 und die Zeitspanne
At=n-Ty =3T, . Dann erhalt man aus Gleichung (32b)

y(t+3T,) 1 1 1

y(t) T g¥2rD = o6m0.05 257

Nach 3 Schwingungsperioden der schwach gedampften
Schwingung ist die Auslenkung auf den Bruchteil (1/2,57)

gesunken. War z. Bsp. die anfangliche Auslenkung y(t): bem
so ist die Auslenkung nach 3 Schwingungsperioden (At =3T,)

der gedampften Schwingung nur mehr

B6cm
t =S—0——=
y( +3Id) 57 233cm

Umgekehrt ldsst sich aus dem beobachteten Absinken der
Amplitude der gedampften Schwingung wihrend einer
vorgegebenen Zeitspanne At =n-T,; der Ddmpfungsgrad D

des Systems auf folgende Weise ermitteln:

Durch Logarithmieren der Gleichungen (32a) und (32b) folgt:

n-2nD _ y(t) ,
gl v ) 52

pr ol YO L p et (33b)
y{t+nT,)
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Der Logarithmus In{—ml(t—)—j} zweier aufeinanderfolgender

y(t+nT,

Maxima der Schwingung y(t)= ¥, -e™" - cos(w, - t + ¢) wird als

logarithmisches Dekrement A bezeichnet:

y(t+T,) y(t+T,)

Azm{—wﬂ—}c»—ﬂﬂ~=eﬂ

Aus Gleichung (32a) bzw. (37a) folgt fir n =1 :

Ll
1-D?

=g =gl

Durch Vergleich von (3%) und (32b) erhalt man

27D
\1-D?

A=8T,=

Weiter folgt mittels der Gleichung (32a) und (35)

y(t+nT,)

y(t) {e%Jn =e" = (eAT

y(t) { y(t) }
y(t+nT,) |y(t+1-T,)

(34)

(32b)

(36a)

(34b)
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Fall 3: 8=0, < (6°-0?)=0 < D=1, d. h. aperiodischer
Grenzfall zwischen schwacher Dampfung & < ®,
bzw. D <1 und starker Dampfung & > W, bzw. D > 1
Kyp==8++/82—w? = [k, =k, =—8
y(t)=(c; +c,t)- e~ (37)
= Y(0)=lyo =c;
y{t)=c,e® —5(c, +c,t)e®
yt)=e? {c,(1-8t)-5c,}
S’(O):VO =Cy—0C;=C, —Ygd = Cp =V +Y, 8
ly(t): (Vo + (Vg +8y,)t}e® (38)
'Bi|d5,a) zelgt mogliche Bewegungsablaufe im aperiodischen
Grenzfall flr verschiedene Anfangswerte
y 3
/Umkehrpunkf der Bewegung
b/
A_

Umkehrpunkt der Bewagung
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Bild ba:

Zeitlicher Verlauf einer Schwingung im aperiodischen Grenzfall
flr verschiedene Anfangsbedingungen. Die Anfangslage
y(0)=y, >0 istin allen 3 Falien (a-c) dieselbe.

a) {vo =0), d. h. aus der Anfangslage y, > 0
ohne Stol} einfach loslassen

b) v, >0, d. h. Anfangsgeschwindigkeit in positive y-Richtung,
d. h. anfangliche Bewegung von der Gleichgewichtslage
y=0 weg

c) v, <0, d. h. Anfangsgeschwindigkeit in negative y-Richtung,

d. h. anfangliche Bewegung auf die Gleichgewichtslage zu
mit vy <-8-y,

Bild5'b) Zeitlicher Verlauf einer Schwingung im aperiodischen
Grenzfall fur die Anfangswerte y(0)=0,v(0)=v, >0

y i

Umrehrpunit dar Eswsguag

J/

y(t) = vo.t.e™

1
Onf



Fall4: 8> 0, < (62— 02)>0<D>1
d. h. starke Dampfung, aperiodischer Fall, Kriechfall

kyjp ==8+4/6% — 2

sind beide reel und wegen +/8° — w2 < § beide negativ

yt)=c, e[—B%-ijt re, e(-s-JsT-ch)t (39)

y(O) = 1¥o=Cq +C,
(0=, -5+ 57— Jel P8
A M)e(—a_ o3 )

Y(0)=vo =0, -8+ /5% — 02 Jr o552 ot

Mit ¢, =y,—c, folgt
Vo =G, (—8 + /52 —m§)+ (v, —01)(—6—f\/82 —coS)
Gy~ 5487~ 0F + 8487 —F f=vo +yo{5++/6% —a? |



speziell folgt fiir y, =0 und v, # 0 :

y(t)=> /—8:0_ p~ {9(_8+m)t

(siehe Abb.&b)

e[—s—m )t}



Bild#a:

Zeitlicher Verlauf einer aperiodischen Schwingung (D>1) fur
verschiedene Anfangsbedingungen. Die Anfangslage

y(0) =y, >0 istin allen 3 Fallen (a-c) dieselbe.

b) (v(0)=v, =0), d. h. aus der Anfangslage vy, >0
ohne Stol einfach loslassen
d) v, >0, d. h. Anfangsgeschwindigkeit in positive y-Richtung,

d. h. anfangliche Bewegung von der Gleichgewichtslage
y=0 weg
e) vo<0,d. h. Anfangsgeschwindigkeit in negative y-Richtung,

d. h. anfangliche Bewegung auf die Gleichgewichtstage zu
mit ausreichender Geschwindigkeit v, < 0

/Umkehrpunkr‘ der Bewegung

al b} D> 1
¢) X
==
\_/’/ t
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Bild6b) Zeitlicher Verlauf einer.aperiodischen SchwingUng far
die Anfangswerte y(0)=0, v(0)=v, >0

Umkehrpunkt der Bewegung

Vv (_5+\!52_m§ )t (-S—N/zs? —o? )t}
t)= 0 —-e
y(t) Ny {e
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S Y/em
Nﬁn O.N-- .

Ty 0.1+ D=1 D=05

0.2 0.6 1.0 14 1.8 t/s

D=05

11




