Mathematik 1 — MB — Ubungsblatt 1
. D H B W Termin 02 — Lésungen

Duale Hochschule Themen:
Baden-Wiirttemberg Komplexe Zahlen (6 Aufgaben)
Stuttgart

Aufgabe 1 (Komplexe Grundlagen):
Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der algebraischen/kartesischen Form

z=a+bi mit a,b €R dar.

a) (2+3i)-(1+4i) b) (4-3i)-(v2 +1) 0) (0= /5i)-(9+/5i)- (2+9i)?
2+i , o 1-i 1-iY 1+

d) T e) 9+i—(2+1i) I f)[ l_ j N

0 @-2f +G2f -t WYk ) [16+)

D g(k-i)

Losung:

a) (2+3i)(1+4)=2-1+2-4i+3i-1+3-4-> =2+8i+3i—12=-10+11i
b) (4-3i)-(V2 +1)=4v2 +4i—3v2i -3 = (442 + 3)+ (4 - 342)

o) (0-+5i) 0 +51)-(2+9iF =97 —(V5if —22 —2.2.9i— (9 =81+5-4-36i+81

=163-36i
9) 240 2+4i 1+i_2+i+2i+i2_2—1+3i_1+§i
1—-7i 1-i 1+i 1+1 2 2 2
—L
1—1i 1 1-— 1-2i+i°
e) 94i-(24+i) - logyio g Tl T g gy 17T
1+1i 1+7i 1-i 1+1
—-2i

=6-3i———=6-2i
2

=i 1+i (=i 140 1=2i+i Nwi =20 1+i i . i+i
f) . - 2: 2 - 2: - .= + . '_.=2l+ 2 =
i (1—1‘) i 1-2i+i -1 -2i -1 20 i 2i
:2i+i:2i—i+l:l+§i
-2 272 22

—

9) (2-2i) +(2+2i) —i* =27 -2-2-2i+(2i) +2° +3-27-2i+3-2-(2i) +(2i)’ = (=1)-(-1) =
=4-8i—4+8+24i-24-8i—1=-17+8i
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5
hy (ki )=1i+ 27 + 3% +4i* + 51 =i—2-3i+4+5i=2+3i
k=1
! 7
) [Ll-i*)=1-2-3-4-5-6-7-i234 5% ~ 5040.* = 5040 (i*)' = 5040
k=1 ae
. < AR nn+l) .
k-i)=i- )k = i
J) =0 ( ) kz=(; Summenformel 2

Aufgabe 2 (Komplexe Beweisle):
Beweisen Sie unter Verwendung der algebraischen/kartesischen Form die folgenden Be-

ziehungen. Es sind dabei x, y,z € C.

a)|ld =zz b) x+y=X+y C)x-y=x-y
d) Re(z> —22)=0 e) Tm(z> +22)=0

Losung:

a) |Z|2 =z-Z

Wie berechnen |2’ :(x/a2 +b2)2 =a’ +b*. Des Weiteren ist z-z =(a+bi)-(a—bi)

= a® —abi +abi - (bi)’ = a* +b* =|2|" . Dies war zu zeigen.

b) x+y=Xx+Yy
Essei x=a+bi und y =c+di.Damitfolgt x+y=(a+c)+(b+d)i und damit ist dann
m:(a+c)—(b+d)i. Weiterhin ist )_c+)7:a—bi+c—di:(a+c)—(b+d)i:m,
was zu zeigen war.

) xy=xy

Es sei x=a+bi und y =c+di. Damit ist dann
x-y =(a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci—bd = (ac —bd )+ (ad + bc)i
und damit folgt x - y = (ac — bd)— (ad + be)i . Wir rechnen nun
x-y=(a—bi)-(c—di)=ac—adi—bci—bd = (ac—bd )—(ad +bc)i=x- y.

Dies war zu zeigen.
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d) Re(z>-2%)=0
Es ist
Re(z2 —Ez): Re((a +bi)2 —(a —bi)z): Re(a2 +2abi —b* —a’ +2abi+b2)
= Re(4abi): 0.
e) Im(z>+2%)=0
Es ist
Im(z2 +Ez)= Im((a +bi) +(a —bz')z): Im(a2 +2abi—b* +a’ —2abi—b2)
— Im(24> —2b)=0.

Aufgabe 3 (algebraische/kartesische Form):

14i
Bestimmen Sie Real- und Imaginarteil der komplexen Zahl w = %-(Zi + \/E)
—1i

Geben Sie damit die trigonometrische Form von w an und bestimmen Sie alle 5-ten

Wurzeln hiervon.

Losung:

Wir erganzen zu Beginn und nutzen die dritte Binomische Formel aus:

w=ﬁ-ﬁ-(2i+\/§)=ﬂ-(2i+\/§)=%-(2i+\/§)=—2+\6-i.

1—-7 1+ 1+1

Die trigonometrische Form ergibt sich mit den in der Vorlesung behandelten Formeln. Es

sind

arctan%+ 180° ~ 144,74° und |w| = \I(— 2)2 + (\/5)2 = JE

Also sind w =+/6-(cos144,74° +i-sin144,74°) und W = /6 -(cos144,74° —i -sin144,74°).
Letztere Zahl wollten wir berechnen. Damit kdnnen wir die flinften Wurzeln angeben. Diese

lauten nach dem in der Vorlesung Gesagten:

. :%(008144;74 i sin 144;74 j

4,74°+1-360° . . 144,74° +1-360°
Zl:%.[cosm 7 5+ 360° . 1447 5+ 360}
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2, = 5. cos L4474 ;2-360 g 14474 ;2-360 j
2. =5 [ cos 14474 ;3-360 g 14474 ;3-360 j

4,74°+4-360° . . 144,74°+4-360°
2, =96 [ cos 247 ; 360° . o 1447 ; 360)

Damit sind wir fertig.

Aufgabe 4 (Einheitswurzeln):

Gegeben sei eine komplexe Unbekannte z. Lésen Sie die Gleichung z° =1. Zeichnen Sie
die dadurch erhaltenen 6-ten Einheitswurzeln in eine Gaullsche Zahlenebene passender
Grole (dass man halt etwas sieht!) ein. Begriinden Sie, dass hierdurch ein regelmafRliges

Sechseck entstanden ist. Wie lang sind seine Kanten?

Losung:

Gesucht sind die sechs 6 -ten Wurzel aus der Zahl 1. Wir schreiben
1=¢" =|]-(cosO+i-sin0).

Damit kdbnnen wir nun die Wurzeln ziehen. Es sind:

In der GauRRschen Zahlenebene sieht das wie folgt aus:
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A imaginare
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Figur 1: Sechseck in der Gaufischen Zahlenebene.

Das es sich um ein regelmafliges Sechseck handelt, Iasst sich dadurch begriinden, dass alle
Zeiger gleich lang sind (Lange 1) und jeweils einen Winkel von 60° einschlieRen, was sich
aus der Wurzelberechnung ergibt. Damit hat dann auch das Sechseck die Kantenlange 1, da

es sich aus sechs gleichseitigen Dreiecken zusammensetzt.

Aufgabe 5 (Additionstheoreme):
In der Vorlesung haben Sie gesehen, dass dank der komplexen Zahlen folgende Zusam-
menhange bestehen:

+e ) e’ —e
cosx=T und sin x =

Zeigen Sie hiermit die folgenden Zusammenhange:

a) 2-005[)“2_)}} : cos[%} =COSX+COSy

b) 3sin x —4sin’ x = sin(3x)

c) cos® x—sin? x = cos(2x)

Losung:

a) Wir schreiben die linke Seite mit den gegebenen Zusammenhangen um. Es ist dann:
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x+y ity XY P
2 2 2 2
X — e +e e +e
2-cos Y oS -
2 2 2
Sroxy gy xy @ty ey xy xey
e?:e? 4+e? e 2 te 2 .e? +te e ?
2
L ) 2x
er+e?+e 2 +4+e 2 e"+e” eV +e”
_ = + = COSX +COS ).
2 2 2

b) Gleiche Vorgehensweise wir in Aufgabenteil a):

h —ix ix _ -ix 3
3sinx—4sin® x =sin(3x)=3->— o —4.| == |
2i 2i

Rechnen wir nun z.B. mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks die rechte Seite aus, so

erhalten wir unter Beriicksichtigung der beiden Potenzgesetze Nummer 1 (a* -a’ =a™")

und Nummer 5 ((ax)y = a"” ) den folgenden Ausdruck:

eix _e—ix e3ix _3 .eZix . e—ix +3 .eix .e—Zix _e—3ix
3 — 4 \3
2i (2i)
eix _ e—ix e3ix _ 3 . eix + 3 . e—ix _ e—3ix 3eix _ 3e—ix e3ix _ 3 . eix + 3 . e—ix _ e—3ix
=350 s . -2 == .
2i —8i 2i 2i
ei3x _ e—i3x
_e e Gnx)
2i

Das war zu zeigen!

c) Und ein letztes Mal gehen wir wie bereits gezeigt vor. Dieses Mal nutzen wir die beiden

ersten Binomischen Formeln aus:

x —ix 2 x —ix 2 2ix ﬁ —2ix
) . 5 e +e e —e e +2-e" e +e
cos” x—sin” x = - ' =
2 2i 4
ezm — 2 . eLX . eilx +e 2ix 262LX + 26*2116 ele + i2x
+ = = = cos(2x).
4 4 2

Und wieder sind wir fertig!
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Aufgabe 6 (Formelnachweis Exponentialform):

Weisen sie nach, dass die Exponentialform der konjugiert komplexen Zahl z von z = |z| e

(mit den bekannten GréBen aus der Vorlesung) gleich Z =|z|-e™** lautet.

Losung:
Wir kédnnen hier die Losung Uber die trigonometrische und dann die algebraische Form

finden. Es ist

;=|z|-e’”’ =|z|-(COS(p+isin(p)=|z|-COS(p+|z|-isin(p=a+ib=a—ib=|z|-COS(p—|z|-isin(p

= |z| -(cosp —ising) = |z| -(cos +isin(—¢))= |z| -(cos(— @) +isin(—¢)) = |z| e,

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass der Sinus eine punkt- und der Kosinus eine

achsensymmetrische Funktion ist, d.h. —sin x = sin(~ x) und cosx = cos(~ x).
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