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7 Aufgaben

1) Losen Sie die Differentialgleichungen:
a)y-y —e®® =0 b) ¢ -tanz —2,/y=10
¢) 23dz + (y+ 1)2dy =0 d) W' —z =0

2) Wie lauten die Differentialgleichungen zu folgenden Kurvenscharen (c € IR)
a) y = (z—¢)? b) y=c(l+cosz) c) y = In[e(z —1)]

3) Bestimmen Sie die Orthogonaltrajektoren der Kurvenscharen (¢ € IR)
ayz+2y=c bzl 422 =¢ ¢)y=c e
Hinweis: Gegeben sei die Dgl. ' = f(z,y). Kurven, die in jedem Punkt zum
zugehdrigen Linienelement senkrecht verlaufen, heifien Orthogonaltrajek-
torien. Die Dgl. der Orthogonaltrajektorien erhilt man, indem man in der
urspriinglichen Dgl. 3 durch mﬁ ersetzt. Losungskurven der gegebenen Dgl.
und ihre Orthogonaltrajektorien schneiden sich in jedem Punkt unter einem
rechten Winkel.

4) Berechnen Sie die allgemeine Lésung folgender Differentialgleichungen mit
Hilfe einer geeigneten Substitution:
a)y' = (z +y)? b) (22 —y+3)y' =1
¢) 2zyy’ + 22—yt =0 d)zy +/al+yi=y

5) Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme
a)y + - +6z2=0; y{0)=3 b)y -sinz=y cosz; y(I)=1
)y +2zy=2z; y0)=2 d)y z-lnz=y; yle?)=1

6) a) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Dgl. ¢ — L =l
b) Geben Sie direkt aus der Dgl. die Ortskurve der Extrempunkte der Schar-
kurven an.
c) Skizzieren Sie die Lésungskurven durch P(—2 | 0) sowie einige weitere
Scharkurven.

7) a) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir y(z)
y'cosw+ y'sinz =0 y(0)=1, (0)=2
b) Berechnen Sie fiir z > 0 die allgemeine Lésung der Dgl. 2zy" — i = 922

8) Wie lautet die allgemeine Lésung der Dgl. v/ + 6y + cy = 0 fiir

a)e=5 blue =4 ) &= 18
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9) Losen Sie die Anfangswertprobleme
d?s ds s
a)aﬁ+2£+25:0, g0y="1, S0 =1;
b) ¢ +4y + (4 +w?)y =0, y(0) =1, Y(0)=w—2;
¢) ¥ — 2y + K7y =0, v(0)=v2,  ¢(0)= kv

10) Gegeben ist ein System von Fundamentallosungen. Wie lautet die zugehorige
Dgl. der Form ¢/ + a1y’ +agy =07
) % it b) cosdx , sindx
c) e®® | x-e%" d) e cosdz , e " sinde

11) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Dgl. v — ¢ — 2y = r{z)
fiir folgende Storfunktionen r(z): a) 22 —e?® ; b)sinz ; c¢)e™®

12) Berechnen Sie die allgemeine Lésung der Differentialgleichungen
a) ¥y’ + 2y + 5y = 50e +8e™* b}y’ + 2y + 5y = cos 2z
)y +y=12coshz d) D -3y —dy=224 ¢ "

13) Geben Sie fiir die folgenden linearen Differentialgleichungen den Stérgliedan-
satz zur Berechnung der partikuldren Losung y, an. Die Berechnung von y,
ist nicht verlangt.

a) Yy + 3y + 3y +y==x3+e "sin2z
b) y111+ Sy” +3y.’ +y — .712(8” = e—x)

14) a) Welche Losungskurven der Dgl. ¢ 4 2y — 3y = 2sinz
geht mit der Steigung 1 durch den Nullpunkt ?

b) Welche Lésungskurve der Dgl. ¢ + 6y + 25y = 50z — 13
hat in P(0 | 1) eine waagrechte Tangente ?

15) a) Wie muf} ¢ gewihlt werden, damit die Dgl. v + ay/ + 2y =0
die Lésung y = e™% — 2727 besitzt 7
Wie lautet fir dieses a die allgemeine Lésung ?

b) Die Dgl. " 4 2y + 2y = g(z) besitze die partikuldre Lésung Yp = Jsin.
Was ergibt sich fiir g(z) 7 Welche allgemeine Losung hat die Dgl.? Welche
spezielle Lésungkurve geht durch den Nullpunkt mit der Steigung 5 ?

16) a) Zeigen Sie, daB y = e™" cos 2z eine spezielle Losung der Dgl.

y" +y' — 10y = 0 ist. Bestimmen Sie die allgemeine Losung.

b) Bestimmen Sie die Lésung der Dgl. " + v — 10y = e~* unter den
Bedingungen y(0) = 0 ; ¢/(0) = 1 ; y(z) ist beschrinkt fir  — oo.
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17)

18)

19)

20)

21)

29)

23)

Diskutieren Sie dic Lésungen der Dgl. " + 2y +p-y = ¢~ in Abhédngigkeit
vom reellen Parameter p.

Gegeben ist das Randwertproblem y” + w?y = 0; y(0) = y(r) =0

a) Wic lautet die allgemeine Loésung der Dgl.?

b) Fiir welche Werte von w (Eigenwerte des homogenen Randwertproblems)
148t sich die allgemeine Lésung an die Randbedingungen anpassen?

¢) Bestimmen und skizzieren Sie diejenige Losungskurve, die in [0, 7] nur ein
relatives Extremum besitzt und im Nullpunkt die Steigung 1 hat.

d) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und der An-
zahl der Extrema der zugehorigen Losungsfunktionen 7

Zusatz: Welcher Gleichung geniigen die Eigenwerte des Problems

y' +wly =0; y(0)+5(0) =0, y(r) =0

(Das lineare homogene Gleichungssystem fiir die Integrationskonstante be-
sitzt nichttriviale Losungen, wenn seine Koeffizientendeterminante Null ist.)

Lésen Sic das Anfangswertproblem {z+z—y=0; y-+ 2z —y =0} mit
z(0)=1;y40)=0

a) mit Hilfe des Eliminationsverfahrens

b) mit Hilfe der Matrizenrechnung (Eigenwertproblem)

Transformieren Sie die Dgl. "' — 2¢" + 3y’ — y = 0 auf die Normalform
y = A-y. Berechnen Sie die charakteristische Gleichung der gegebenen Dgl.
und diejenige der Normalform.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Dgl.-Systeme
a) @1:—:81{-232-}-:123 b) .’l",‘lzl‘g

I!.:g: 1 —To + T3 :i,‘g:ll‘g

Tz= ®1+za+a3 T3 = —Z) — T3 — T3
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
{t4+y=sn2; y—z=cos2} mit z(0) =1, y(0) =0
Gegeben ist das Dgl.-System 2 = A -z mit A = [ i{ _é ;o e IR

a) Fiir welche @ € R sind die Eigenwerte der Matrix A reell, fiir welche sind
sie komplex 7

b) Fiir welche o € IR sind die Losungen des Systems asymptotisch stabil ?
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24)

26)

27)

28)

29)

Transformieren Sie das Differentialgleichungssystem
21 + 2axy + axg + by = coswt

To + 2axq + azy + bty =10

durch Einfiihrung der Zustandsvariablen

{zl =Ty, 23 = .’L"L, 23 = 9, 24 = ig}

in ein System der Formz=A -z +r.

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

jii;;igig } mit 2(0) =1, =0, y(0) =0, y=1.
a) Zeigen Sie, daf sich das System auf die Dgl. ¥+4102+9z = 0 zuriickfiihren
148t und ermitteln Sie damit die Losung des Anfangswertproblems.
b) Formen Sie das System um in ein System von 4 Dgl. 1.Ordnung. Wie
lautet die charakteristische Gleichung dieses Systems.
Von cinem Dgl.-System # = A -z 2.0rdnung kennt man einen Eigenwert
A1 = =1 + j und den zugehérigen Eigenvektor ¢; = [ ; ]
a) Geben Sie den 2.Eigenwert und die allgemeine Losung des Systems an.
b) Bestimmen Sie die Matrixelemente ayq, @12, az1, wenn az = —1 ist.
Die freien Schwingungen eines Feder-Masse-Systems mit 2 Freiheitsgraden

werden beschrieben durch das Dgl.- System:
{fl 3wz — wirs =0 23 — 2wlz + 2wiz, = 0}

Bestimmen Sie die Kreisfrequenzen und die Amplitudenvektoren der beiden
Grundschwingungen. Wie lautet die allgemeine Losung des Systems? Welche
Lésung ergibt sich speziell fir die Anfangsbedingung

{21(0) =1, #1(0) = 0, 22(0) = —1, &5(0) = 0} ?

Gegeben ist die Dgl. # +sinz - cosz =0
a) Bestimmen Sie die Gleichung der Phasenkurven in der z, #-Ebene.

b) Skizzieren Sie die Phasenkurven zu den Anfangsbedingungen

bl) 2(0)=Z, 2(0)=0 b2)z(0)=2,2=1v2 b3)z(0)=13%, £(0)=1
Bestimmen Sie die Gleichung der Phasenkurven zu folgenden Dgln.

a) #+223 =0 b)i—z+2:3=0

Skizzieren Sie das zugehdrige Phasenportrit.
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15) Z(w) = R+ ﬁl—cj

a) Re (2) ,Im (Z2) = m 12| = \,/Rz +az ;3]126)2 !

b) Gerade z = Re (Z) = R parallel zur imagindren Achse ; ¢) w = f%?

16) ay) Gerade Re (w) = ;; ; ag) reelle Achse
ag) Kreis um (—1 | 0) mit Radius § ; as) Inneres des Kreises von ag)

b;) Kreis um (1 | —%) mit Radius £ ; by) Kreis um (1 | 0) mit Radius 5

ol bafe £

2 Losungen zu ILI.7

1) a)y=+/C+e= ,b)y=[C+hnlsinz|)?, ¢) 3P+ +y+ it =C
d) y = ++/2z[In(z) - 1]+ C

2) a)dy—y?=0;b)ysinz+y(1+cosz)=0;¢c)y(z-1)=1

3a)y=2x4+C;b)y=Cx?;c)y=2vz+C

4) a)y:—m+tar21(:r+6') ;b)e (Y —z-2)=C;c)2?+y" —Ce =0
dy=3C-%),C>0

o 2
=322 by y=2sing s y=1+e d)y= e

6) a) y = Cz+2?;b)y=—2%; ¢) y = 2(C + z) nach oben gedffnete Nor-

malparabel mit S(—& —CTz)

7) a)y:QSinx+1;b)y:m3+clm%+c2

8) a) y =Cre™ + Coe™5% | b) y = e73%(Cy + Caz) ;
¢) y=e 3(Cysin 2z 4 Cy cos 2z)

9) a) s = e *(cost 4 2sint) ; b) y = e~ (coswz +sinwe) ; ¢) y = V2K

10) a) y" + 2y —8y=0;b)y"+16y=0;¢)y’ —4y +4y=0
d) y" +2y +10y =0

11) yp = Cie®” —I'-C'ge*“’
a)y=yn— 3 +z—a’— Ltze®® | b)y=yn + f5cosz— Ssinz ;
o) e — Lgp=

12) a) y=e *(Cicos 2z + Cysin 2z + 2) + 10z — 4 ;
b) y = e=%(C1 cos 2z + Cy sin 2z) + 5 (cos 2 + 4sin 2z) ;
c)y=Cre™* +e%(6’2cos lé—ﬁerCgsin 3?33)4‘361‘ + 2xe™*F
d)y:C'1cosa:—l—C'zsinm—}-C'gez”JrCm“h#1 2+8 1 e~ 7
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13) a) v, = ao + a1z + azz® + azz® + e~ %(by cos 22 + by sin 2z)
b) yp = ¢®(ao + a1a + aza?) + z¥e™ 7 (bo + bz + byz?)

4) a)y= —% cosa:-% sinm+%er—%c‘3x :b)y = 2z—14e~?"(sin4z+2 cos4x)

15) a)a=3; y=Cie ™+ Coe™* ; b) g(z) = 3sinz + Gcosz
y=e *(Cicosz+ Cysinz) +3sinz ; yp = 2e"“sinz +3sinz

16) a) y = e~ %(C1 cos 2z + Cysin 2z) + Cae® ;
b) y= —s5e™" + e cos 2z 4 e~ sin 2z

17) p=1: y=e"%(C1 + Caz + 32%)
p>1: y=e*(Cycos/p— lz+ Casiny/p— 1z) + 527e77
p<1: y:c*”’"(Clevl—Pw_Fcze—\/ﬁm)_{wE_i_le-m

18) a) y = Cj cos(wz) + Casin(wz) ; b) w =£1,42,... ; ¢) y=sinz
d) Zu den Eigenwerten w = £n gehoren n Extrema in 0 <z <
Zusatz: sin(ww) — wcos(wm) = 0

19) z = cost —sint ; y = —2sint

20) {¥i=w2; vh=vs; ¥h=m —3ya+2ys} ; A2 —2A2+32-1=0

[ e 1 1
21) a)z =K, | =1 |e'+ K, [ 1 |eP 4+ Ka| =1 [ e ®
1 2 0

—cost —sint 1
b)z =K, sint | + /Ky | —cost | + K3 | -1 | et
cost sint 1

cost i — cos 2t
sint 3 sin 2t

23) a) reell fir o < 4; komplex fira >4 ; b)a>3

22) z=

ES

0 1 0 0 0

—2a —b —a cos wt
MWiE= 9 0 0 1 |ET| o
—a 0 —2a -b 0

25) a) {z = cost ; y=sint}
bYMit {z) =z ;2o =2 ; 3 =y ; z4 = y} ergibt sich
{Zblzﬁg; :[7'2:2$4—3$1 3 :f,'g::ﬂ;;‘, i4:—3.’1?3—21‘2} H }\4+10/\2+9:U

—sint cos i
byain=-1; a;a=1; asn = -1

%)@Az=-1mj;§:cw”[ C“t]+cw4[sm‘]
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27) char.Gleichung A* + 5w?A? 4+ 4w? = 0; Eigenfrequenzen wy =w , wy = 2w ;
1

-1

allgemeine Losung {z)(t) = C; coswt + Cysinwt + C3cos 2wt + Cysin 2wl ;

25(1) = 2C; coswi + 2Cy sinwt — C3 cos 2wt — Cy sin 2wt }

Spezielle Lésung {z1(¢) = cos 2wt ; w3(t) = — cos 2wt} vgl. 2.Grundschwin- |

Schwingungsformen [ ; ] ,

gung! |
28) a)zg—§c052$+c b)C—UIi’QZ%COSQw;
by) C =5 2*200521‘—%2,bg)C:1:é2:%c052m+1

29) a) &2 :k—m4;b) 2 =k+2%—2!

-
~

z

(N | /7Y

[\
\

k>0 k=0 —§<k<0






